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Optimal Financial Portfolio and Dependence of Risky Assets

Kaïs Dachraoui and Georges Dionne

Abstract

In this note we analyze the hedging property of an optimal portfolio with one risk-free
asset and two risky assets. We make a restriction on the dependence between the two
risky assets and show that the sign of the covariance is necessary and sufficient to set the
relative investments in the two risky assets of the portfolio for all concave utility functions.
One application of our result concerns derivatives with linear payoffs. We also show how
our model is related to the mutual fund separation condition proposed by Ross (1978).

Keywords: Optimal financial portfolio, covariance, separation condition, regression
dependence.

Résumé

Dans cette note, nous analysons les propriétés de diversification d'un portefeuille optimal
composé d'un actif sans risque et de deux actifs risqués. Nous introduisons une restriction
sur la dépendance entre les deux actifs risqués et nous montrons que le signe de la
covariance est une condition nécessaire et suffisante pour fixer les investissements relatifs
dans les deux titres pour toutes les fonctions d'utilité concaves. Une application de notre
résultat est la composition de portefeuilles avec produits dérivés. Nous montrons
également que notre modèle est directement relié à la condition de séparation des
portefeuilles proposée par Ross (1978).

Mots clés : Portefeuille financier optimal, covariance, condition de séparation, dépendance
par régression.
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����� 
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�� �����)�� �� �)���	 ��� ���
���	 )� ����	� �	 ��������� �������	 �	 ���
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�������	 �� ���"
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�	 ��� ���-���-�. 2���� ���� ��
��	��� �� *����� �

������ ��� �
�	���


���	�����	 ��� ����� �� ��� �	 ���	"-���	
� �	������.
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���������	 �� ������� ��������� )� �3���"

�	� ��� ������	 )��*��	 ��� �����-� �	-�����	�� �	 ���� ������ �	� ���


�-���	
� �� �����)����	 ���	� �	�� ��� �-����	. 1	 ,	�	
� ������ ���

����� �� ������� ,	�	
��� ��������� �� ����� �	 ���	 4������	. 2������ ���	�

���������	� �	 ����� ������� � �����)����	� ��	
���	�� ��* ������ �� �-���"

�)��. 1� �� �-�	 ��+
��� �� ��	� ��� ������� ����� �� ���� ������ �� � ������

������ �� ��������
�� ����	��	
� ��� �� ���	"-���	
� �����	
��.  �*"

�-�� ��� �	�����-� ����� ���� ���� ���
�
��
�
� � ����� ����� �	�� ��� �-����	

5*��� ��
�
�	� ��

�
�� ��� �	-�����	� �	 ���� ������ ��� �	� ��� ����
��-���

�	� ��� �� ���� 
�-���	
�6 *���� )� ������ �� ��� ��	�����	� �� ��	�

��������� ��	
� �� �� ��*��� ��� ���� �� �������� ��� �������� �� ������

�����)����	� ���	 ����� �� ������� ��	
���	�.

1	 ���� 	���� *� �	����
� ��� 
�	
��� �� ��������	 ����	��	
� 57����	�

%899 �	� 0����� %8:&6 �	� ��� ��� ������	 �� ��� �����-� �	-�����	�� �	 ���

�*� ���� ������ �� ��� 
�-���	
� �� )��� ������ *������ �	� ����
���	 �	

'



�����	
��. 1	 ��� ���� ��
���	� *� ��-��� �3������ �� �������	 ����	��	�

�����)����	� ���� �� ������ �� �
�	���
 �	� ,	�	
� �����
����	�.

� ��
��� ������
�

1	 ��� ���	��� ��)��� �� �������� 
���
�� *��� � ��� �-��� �	-���� ��

����
���	� ��� *����� )��*��	 � ���"��� ����� �	� � ���� ������ �� �� *���

�	�*	 ���� ��� ������� �������	 �� ���� �	 ��� ���� ����� 5��	� -� ����6 ��

�	�� ��	
���	 �� ��� �3
��� �3��
��� ���	 �	 ��� ���"��� �����. 2��	 *�


�	���� � ����	���� �������� �� �*� ���� ������ �	� � ���"��� ����� �	 ���

������ ��� ������� �������	 �� ���� �	 �	� ����� �� 	� ��	�� ��	
���	 �	��

�� ��� �3��
��� �3
��� ���	� )�� �� ����	�� ���� �	 ��� 
�������	 )��*��	

��� ���� ������� *��
� �� ��� �����	� �;�
�. 1�� �� �3������ ��� �*� ����

������ �� 	�����-��� 
�������� �� ��� )� ������� �� ���� )��� �	 ������-�

4��	������� �-�	 �� �	� ���� ����� �;�� 	� ��� ������.

1	 �� ����� *� 
�	���� � ��� �-��� ���	� *�� ����
���� ��� *�����

5	�����<�� �� �	�6 )��*��	 �	� ���"��� ����� 5*��� ���	 ��� �	� �*�

���� ������ *��� ���	� ��� �� � � �� �	2� 	��� ��� � � �� � �� ��� �	-�����	�

�	 ����� ���	 0�� ���	�=� �	� �� ����� *����� 
 �� ���	 �4��� ��
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0�� �)�-� �4�����	� �� 	�
����� �	� ��+
��	� 
�	�����	� �� �	 �������

�������	 �	�� ���
� ��� �-����	 � *��	 � �� ���
��� 
�	
�-�.

1	 ��� 
��� �� �	����	��	
� )��*��	 ��� ���� ������ ��� ,�� ��� 
�	"

�����	 ��� �-������� �� �� �  
�	 )� *����	 ��

�� ������ ���
� ��

�
�

�
�

��� ��� � ��� � � � ��� � ����

*��
� ��� ��� ���	 �� ��� �3��
��� �3
��� ���	 5� ����� � �� � ��6. 1�

�����*� ���� ��
�
�� ������-� �� �	� �	�� �� �� �� ���� ������-�� ���� �� �� �	� �	��

�� ��� �;�� � ��� ������. 0�� ���� ����
 ������� �� ���	
0� ��������� ��� ��+
���� �� ����*�	� �� �� )� 	�	 	�� �	 ��� ���	�� ��

��� ����� *� ���� ��� �3����� �� ��� 4������
 ������� ��	
���	. 0�� �)�-�

,�� ��� 
�	�����	� ����
����� �� ��� ������� �������� )�
���/
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�
��� ���

�

�
� �� ���� ������ � ��
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�
��� ���

�

�
� �� ���� ������ � ��

*��� ��� �	� ��� ���	� �� ��� -���	
�� �� ��� ���� ������� ��� �� �� ���


�-���	
�� �	� �� 5����
��-��� ��6 �� ��� �3
��� ���	 �-� ��� ���"���

��� �� ����� % 5����
��-��� ����� '6.
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1� �� ������ ���	 ���� ��� -����� �� ��� ��� �� ��-�	 )� ���� ����
��-� ���

�� �� �	����	��	
�� �	� )� ��� �����	� �;�
� ������� )� ���	2� �)��-��

�� �3������ ���� �� ��� 
��� �� 	�����-� 
�������	 �	� �� � � )��� ���

?




�	 )� ������-� �-�	 �� �� �� 	�����-�. 1	 ��������	� *��� ���� ������ ��

������-��� 
������� �� ��� )� ������� �� ���� � ���� �������	 �	 ��� �-�	
�� �� �� ������-�. @�� ��	� �������	� �� �����)�� �� � ��-�	 ���	 �� ���


�-���	
� ����� �	� �� �� 	 ��	��4��	���� �	 ��� �� ������� ��� �����	�

�;�
� �	� �����	��� ���� �� ��� �3��
��� ���	 �� *� ��-� �� ����
� �� ��

)� 	��. 0��� �
�������� ��� ����� 
�	 )� �	������� �� � ���-���-� ����
�

���� �� ����� ��� ��� �	 ���	
�� *� ���
����� ����� �-�	 *��	�� � � ��� ������� ����� �������	 ��

�

�� 	�� �4��� �� <��� ��� ����	 �� ���� ���� ����� 
�	 )� ���� �� ����� ��� ��"

����� ��������. 1	 ��
�� *� �� ���	� �� ���* ���� ���� ���
�
��
�
� � ����� �����

�� � ����
��� ���������	 �	 ��� ���
�����
 ����	��	
� )��*��	 ��� �*�

���� ������� *��
� ����� �� ���
� ��� -��������� �� ��� ��������.

2� 	�* �	����
� ��� 	�3� ��,	����	/

����
�
�� � ������� �	
�� � ��� ���� ��� ������������ �� ��� ����� ���
����� �������� �������� ���������� �� ��� �� ��� ���������� ������������ � �������

����� ��

� �����
�

�
� � � ������� ��� ��

�
� ��	

2� ��,	� 
������� ������-� �������	 �	���������.

A��� ���� 
������� �������	 ����	���� ���� �� ��� 
�-���	
� �� 	�� ���	

��� �*� �	��� -���)��� �� �	����	��	�� �	� �� ��� ��-�	 ��� ���*� 
�������
	�����-� 5����
��-��� ������-�6 �������	 �	 ��� ���	 ��� 
�-���	
� )��*��	��� �	� ��� �� 	�����-� 5����
��-��� ������-�6. 2� ��-� ��� 	�3� �����/
�����
�
�� � !������ �� �  ��� ��� ��� ����� ������ �������� ��������

���������� �� �������� �������� ���������� �� ���� ����
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��� 
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���� 
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 �� ����

���� ���
�
��
�
� � ����

�
�

���
� �	����

�
	 5>6

1	 ��
�� ������� 5�6 �� 	�� ���� ���	 *� *��� ��-�

���� ���
�
��
�
� � �����

�
�

���
� �	����

�

�	� ����
�
�
�

����
�
� �������

�
���� ����	� � �	� � ��	���	� ��	
���	. �� ���"


����� ����� ���� ������ 	�� )� ��� 
��� �� *� ������ �	 �	���� �������	.

B	�� �� ���������	 �� �������	 ����	��	
�� *� ��-� ����

���� ���� ����� ����� � �����

�
�

���
� �	����

�
	 5?6

5�6 �	� 5�6 �	� ��� ���� �� ��� ,�� ��� �� ���������	 %.

2� 	�* ���* ��� ��
�	� ��� �� ���������	 %. 2� �	�* ���� �� ��� �	���� �� �	����	��	� ���	 ��
�
� . 1� ����	� �� ���* ���� �� ��

�
�  ���	 ���

�*� �	��� -���)��� �� �	����	��	�. 2� �-������ ��� ,�� ��� 
�	�����	

��� �� �� � � �	� �)���	

���� �
� ��

�
�

��� � ���

�� ��

�
�

�� �
 ���
�
� �� � �������

�
� ����
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� ������� ����	

0�� ��
���	� �4������ �� �)���	�� �����*�	� �	 �	�������	 )� ���. B	��

�� ���������	� �� ����	��	
� �������	� ��� �-����	� �	� �� � � ��

���� �-������� �� �� �  �� )� 	��� *� 	��� �� ��-�

�

���
� �	���� �  �� ��� ��

*��
� ���	� ���� ��� �	� ��� ������ )� �	����	��	�. #"$"%"

���������	 % ���*� ���� �-�	 �� ��� ��
�	� ����� �� �
�������� ��� 5�� �

6 ��� ����� �������	 ��
�
�� ��� ������� �� 	�� ��-����� �4��� �� <�� ��	
�

�� 
�	 )� ���� �� �����	� ������� *��	 ��� �� 
������� *��� ���	 1� ��� �*�
������ �� 	�� 
�������� ���	 � ��� �-��� �	-���� *���� 	�� �	-��� �	 ���

��
�	� ����� *��
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0�� 
�	�����	�� �����)����	 ��	
���	 
�	 	�* )� *����	 ��

� ������� � � 
���� � �

�

��
��� � �� � �� � �

�

��
��� � ���

�
	

�� *� 
�	 ���� � ������� �� ��*��� ��	���	� �	 �� �	� ��� ���	 �� ����
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� �����	� ��� ��	����-���

�� ��
� ���� ����� *��� �� . �� 
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$���	� E%888F �	 �	���<�	� ��� 
���������	 �� ��� ������� �������� �	� *���
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