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i
SommaireL'objectif de cette étude est de construire un modèle de stress testing appliquéau risque de crédit d'un portefeuille de prêts aux particuliers. Contrairement à cequi était généralement admis jusqu'à récemment, la modélisation du risque de cré-dit des prêts aux particuliers n'est pas un cas particulier des modèles du risque decrédit pour les entreprises. Le problème de ce genre de portefeuille est la présence im-portante d'une composante du risque spéci�que par rapport au risque systématique.Pour les entreprises, c'est généralement le contraire. Nous développerons notre modèleà la base de Wilson (1997a, b), de sorte à capter la composante spéci�que par desvariables idiosyncratiques des prêts et des individus eux-mêmes. D'autre part, la com-posante systématique est captée par des facteurs macroéconomiques pertinents. Pource faire, nous ferons appel aux fonctions de survie de Cox (1975) dont l'utilisation estgrandement simpli�ée par Shumway (2001). Nous explorerons également l'initiativefondatrice de Gouréroux et al. (2006) pour modéliser le taux de recouvrement. Dessimulations Monte Carlo nous permettront d'évaluer les prédictions des pertes, aussibien dans le cas de l'exploitation normale de notre institution �nancière qu'en cas decrises économiques hypothétiques. Nos résultats montrent que la perte prévisionnelle,calculée pour l'échantillon dont nous disposons, ne dépasse pas 8% par année dans lepire des scénarios.
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Chapitre 1
Introduction

À la prochaine entrée en vigueur de l'accord de Bâle II à partir de 2007, les insti-tutions �nancières se forcent de �naliser leurs modèles internes de gestion des risques.Les recherches de modélisation en risque de crédit, déjà peu nombreuses par rapportà celles du risque de marché, se sont presque exclusivement concentrées sur le créditaux entreprises publiques. Le crédit du détail, englobant les PME avec le crédit auxparticuliers, a longtemps été considéré comme un cas particulier du premier, où ilconvenait d'appliquer une version adaptée des développements retenus. De ce fait, lestravaux sur le crédit de détail sont encore plus rares. Tout récemment, les quelquespionniers qui se sont intéressés au sujet ont trouvé que ce type de crédit présen-tait des spéci�cités di�érentes. Notre travail s'inscrit dans ce contexte. Aussi, nousproposons-nous de construire et d'appliquer un modèle de stress testing conforme auxexigences de Bâle II, pour une institution canadienne. Cela s'adresse à son portefeuilled'hypothèques, de prêts à la consommation et de marges de crédit aux particuliers,cependant, nous ne traiterons que les prêts à la consommation dans ce travail.Commençons par dé�nir le stress testing et situer son importance dans le processusde gestion des risques des institutions �nancières. Le stress testing est une procédurede simulation de l'impact des crises économiques et �nancières sur les portefeuilles



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 2détenus par les institutions. Les recommandations du comité de Bâle visent à limiterles risques que ces institutions prennent. Deux types de précautions sont de mise. Lapremière est la détermination du capital minimum requis à garder par l'institutionpour une exploitation ordinaire de tous les jours. La deuxième est la procédure dustress testing qui permet d'évaluer les vulnérabilités des investissements de l'institu-tion en cas de crises. L'évaluation de la sensibilité des portefeuilles se fait avec desscénarios hypothétiques. Pour Bâle II, un scénario de désastre doit être peu probablemais plausible. L'article 435 du nouvel accord précise les exigences du stress testingappliqué au risque de crédit. Dans sa nouvelle version, l'accord de Bâle revoit les troistypes de risque : le risque de marché, celui de crédit et le risque opérationnel. Lerisque opérationnel gagne relativement de l'intérêt et de la précision par rapport à laversion précédente de Bâle, mais c'est essentiellement le risque de crédit qui béné�cied'une attention toute particulière, puisqu'il représente à lui seul 70% du risque totaldes institutions.Pour simpli�er, le comité de Bâle propose toujours un modèle dit standard qu'ilconvient d'appliquer tel quel, à moins de disposer d'un modèle interne que l'institu-tion préfère adopter. Dans ce cas, il lui faudra prouver sa capacité à l'appliquer soustrois conditions. La première est que l'institution dispose de tous les moyens pour lemettre en oeuvre. La seconde est qu'elle sache le tester ex-post, a�n de mesurer leséchecs constatés par rapport aux prédictions du modèle (back testing). En�n, la troi-sième est, justement, de développer une méthodologie cohérente pour le stress testinga�n de compléter le dispositif global de la maîtrise des risques.D'un point de vue technique, pour identi�er le capital requis à un horizon h donné,il convient de déterminer la distribution des pertes et pro�ts du portefeuille. Nouspouvons mesurer le risque en déterminant les pertes aux derniers quantiles, ce quidonne le montant de perte maximale que court l'institution au degré de con�ance de



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 399%, par exemple. Cette mesure peut être faite à l'aide de concepts simples tels quecelui de la VaR (Valeur à Risque). Pour le stress testing, il s'agit aussi de calculeraussi des montants à risque des portefeuilles, mais dans des con�gurations de crises.Ces montants calculés ne sont pas en principe pour les garder dans l'institution, maisplutôt pour prendre des actions préventives en termes de couvertures ou de réductiondes positions sensibles du portefeuille. L'objectif de cette action est de réduire l'ex-position globale au risque (Jorion, 2005).Une fois ce point clari�é, signalons déjà la di�culté de choisir des scénarios de crise.Pour Bâle II, les articles 434 et 435 incitent su�samment pour bâtir les simulationsde crise par rapport à des facteurs précis, avec une formulation économique et �nan-cière explicite. D'un autre côté, historiquement, chacune des crises possède sa proprespéci�cité. Aucune crise ne ressemble à aucune autre par le passé. De ce fait, s'il esttoujours important de simuler les crises antérieures, ce n'est pas su�sant pour tirerles bonnes conclusions. Actuellement, ce qui semble se généraliser dans les études estl'idée de recourir aux chocs unitaires et individuels de facteurs macroéconomiques a�nd'en déduire et d'étudier l'impact pour les comprendre. Une fois les corrélations entreces di�érents facteurs identi�ées, on peut alors confectionner et simuler des chocsplus complexes. Dans ce sens, nous comprendrons que les praticiens privilégient lesmodèles de crédit qui explicitent directement les relations avec les facteurs macroéco-nomiques. Conceptuellement, le calcul du capital requis et celui des pertes du stresstesting sont similaires dans le sens que les deux se basent sur le même modèle de cré-dit, et découlent des prédictions en hors échantillon. Cependant, si la déterminationdu capital requis suppose une continuité dans l'évolution du contexte économique, lestress testing envisage plutôt des chocs qui sortent de l'ordinaire.La plupart des modèles que nous examinerons sont bâtis pour les prêts aux entre-prises. Comme nous allons le voir, il n'est pas évident de les transposer purement et



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 4simplement aux prêts aux particuliers. En e�et, la principale spéci�cité est la pré-sence d'une composante idiosyncratique trop importante pour ne pas en tenir comptepar rapport à la composante systématique du risque de crédit global. Dans notre dé-marche, nous dégagerons progressivement des faits qui nous conduiront à choisir lemodèle de Wilson (1997a,b) comme base de développement. Nous proposerons unevariante de ce modèle adaptée à notre problématique. En fait, pour tenir compte desdeux composantes du risque de crédit, spéci�que et systématique, de notre porte-feuille, nous aurons besoin du concept de fonctions de survie de Cox (1975). Nousverrons comment nous le mettrons à contribution pour traiter notre modèle et inter-préter ses résultats, en utilisant les travaux de Shumway (2001). Une deuxième partiede la modélisation s'intéressera au taux de recouvrement en cas de défaut. Nous yexplorerons les premières idées fondatrices de Gouriéroux et al. (2006) pour tenterune modélisation conjointe des taux de pertes en cas de défaut (complément des tauxde recouvrement) avec les probabilités de défaut de notre portefeuille. En�n, nous�nirons par la construction des distributions des pertes à l'aide de simulations parla méthode de Monte Carlo. Avant cela, nous allons passer en revue la littératureorientée vers la modélisation du risque de crédit.



Chapitre 2
Revue de la littérature

Dans ce chapitre, nous allons tenter d'identi�er les spéci�cités du risque de cré-dit quant à sa modélisation et ses fondements théoriques dans les deux premièressections. Ceci devra nous permettre de voir, dans la troisième section, comment cesbases sont approchées dans la pratique par les concepteurs des modèles industriels lesplus utilisés par les institutions �nancières. Nous discuterons, ensuite, des propriétésfondamentales de la modélisation du stress testing du risque de crédit proprement dit,et nous terminerons ce chapitre avec des préliminaires que nous retenons pour notremodèle �nal. Commençons, maintenant, par les particularités du risque de crédit etde sa modélisation.2.1 Les bases de la modélisation du risque de créditLe risque de crédit est la perte probable que court le prêteur suite au non paiementde l'emprunteur. L'état de défaut de ce dernier est identi�é dès qu'il y a retard depaiement de plus de quatre-vignt-dix jours.Contrairement au risque de marché où, en général, on considère que les distribu-tions des rendements suivent une loi normale, le risque de crédit est caractérisé par
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Fig. 2.1 � Distributions typiques des rendements de marché et de crédit(source : CIBC)une distribution leptocurtique et franchement asymétrique vers les valeurs négatives,comme le montre l'exemple de la �gure 2.1. Continuer à supposer sa normalité re-vient à sous-estimer le risque de crédit correspondant. En e�et, la modélisation dela perte se base sur ce qui se passe dans les derniers quantiles, et donc dépendra del'information qui réside dans la queue gauche de la distribution.Le fondement de la modélisation du risque de crédit prend son départ sur une formu-lation intuitive. La perte probable sur un prêt i, appartenant à une catégorie k, est leproduit de la probabilité que l'emprunteur fasse défaut, du montant dû au moment dudéfaut t, et de la proportion qui sera récupérée par le recouvrement de l'institution.L'équation de base s'écrit
Li,k,t = PDi,k,t ∗ LGDi,k,t ∗ EADi,k,t (2.1)

L est le montant de la perte (Losses), PD est la probabilité de défaut (Probabilityof Default), LGD est le taux de perte en cas de défaut (Loss Given Default), EADest l'exposition au risque (montant dû) au moment du défaut (Exposure At Default).Par dé�nition, LGD et EAD sont conditionnels à l'état de défaut PD. Dans la lit-



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE 7térature, la variable EAD est fréquemment considérée déterministe ou, au mieux,assimilée à une distribution normale. Par contre LGD est le plus souvent considéréestochastique. On aura compris que la pierre angulaire des développements en risquede crédit est la distribution PD. D'ailleurs, beaucoup de modèles ne di�èrent entreeux que par la modélisation de PD comme nous allons voir par la suite. Examinonsd'abord quelques aspects de LGD et EAD.
LGD est généralement approchée par une loi Bêta. Il n'y a aucune intuition der-rière cette utilisation si ce n'est le fait que l'on veut une distribution à support dedensité �xe entre 0 et 1, donc de 0 à 100% comme pourcentages de pertes après défaut.Empiriquement, il est à noter que les moyennes observées de LGD oscillent autourde 40% et peuvent atteindre 60% en temps di�ciles de récession. Ces distributionspeuvent être bimodales (Asarnow & Edwards, 1995). Dans ce cas, la loi Bêta ne seprête pas à une calibration satisfaisante avec ses deux premiers moments comme ilse fait classiquement. Il existe alors une approche alternative. Il s'agit de l'estimationKernel de la densité (Hu et Perraudin, 2002) mais cela nécessite une transformationdes observations avant de les utiliser. Renault et Scaillet (2003) proposent d'estimerle Kernel Bêta directement. Cependant, il y a encore des problèmes dans cette der-nière méthode, comme le montre Gouriéroux et Monfort (2006). En parallèle de cesdi�cultés, il existe des pratiques qui considèrent que LGD est une simple constante�xée à sa moyenne historique, d'autres gardent la loi Bêta mais la calibrent en �xantun pourcentage de perte historique arbitraire. LGD étant un membre multiplicatifde l'équation (2.1), ces approximations sont plutôt surprenantes, voire paradoxales,puisque cela a�ecte la qualité de la modélisation �nale de la distribution des pertes.Vu sous un autre angle, cela illustre la di�culté de la modélisation du crédit et del'e�ort de recherche qui reste encore à déployer dans ce champ.Quant à EAD, cette distribution est encore moins étudiée. Elle est souvent sup-



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE 8posée �xe et est forcée à sa moyenne historique, ou au mieux, supposée suivre unegaussienne inverse. Là encore, aucune intuition n'existe sauf qu'il convient d'obtenirdes valeurs positives pour les montants issus de EAD. La relation entre EAD etles conditions économiques n'est pas évidente. Pour le crédit aux entreprises, Baker& Wurgler (2000) ainsi que Collin-Dufresne et Goldstein (2001) trouvent que EADaugmente si les conditions économiques sont di�ciles, pour des besoins de liquidité.Au contraire, Mei et Saunders (1997) et Lown et Morgan (2001) montrent que lesbanques resserrent l'octroi des crédits dans les mauvaises conditions, ce qui implique-rait des EAD moins importants. Cette relation d'arbitrage complique la modélisationde cette variable pour le stress testing. Par ailleurs, des recherches montrent égale-ment que cette distribution est signi�cativement a�ectée par les caractéristiques descrédits accordés en termes de maturité et des collatéraux présentés.Par ailleurs, les trois distributions PD, LGD et EAD sont souvent considérées in-dépendantes par les modèles actuellement utilisés. Beaucoup de travaux tentent deprouver la dépendance entre PD et LGD. En e�et et intuitivement, quand l'écono-mie va mal, par exemple, il y a plus de défauts et moins de possibilités de récupérerl'argent prêté. Ceci est longuement discuté dans la littérature de procyclicité de PD,
LGD et EAD, tel que fait par Allen et Saunders (2004). Ces faits sont importantspour les simulations de stress testing que nous comptons e�ectuer. Dans ce sens, nousretiendrons que, comme pour PD, LGD est aussi négativement corrélée aux condi-tions économiques. De plus, Frye (2000) trouve que LGD augmente de 20 à 25% dansles conditions économiques sévères. Ce fait chi�ré est fort intéressant puisqu'il peutaider à prévoir la borne maximale du déplacement de la distribution LGD lors de nossimulations.C'est dans ce contexte que nous commençons à situer l'article de Gouriéroux et al.



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE 9(2006)1. Les auteurs précisent bien qu'il n'est pas nouveau de penser que PD et LGDsont liées, et que les chercheurs supposent généralement l'inverse seulement par soucide simpli�cation et pour mieux se concentrer sur PD. L'apport de cet article est devoir la distribution LGD d'une nouvelle manière. En fait, les observations que pos-sède une institution sur sa distribution LGD ne sont que la partie observable de LGDrelativement aux défauts comptabilisés. Ce constat conduit directement à repenser
LGD comme une distribution censurée par l'état de défaut. Par conséquent, unemodélisation Tobit est plus appropriée comme réponse à ce genre de problématique.En d'autres termes, derrière la di�culté de modéliser LGD, il y aurait un problèmetechnique important. En e�et, il y aurait un biais si l'on essaie de dé�nir LGD parses seules valeurs observables en cas de défaut. Nous allons en voir quelques facettesdans le chapitre du modèle. Pour le moment, nous examinons les concepts relatifs àla distribution PD.
2.2 Les fondements des modèles théoriquesDans cette partie, donnons-nous un aperçu sur les bases théoriques et historiquesde la modélisation du risque de crédit. Comme déjà signalé, c'est la distribution PDqui est au centre des concepts. Il existe trois grandes familles. Merton (1974) ouvre lejeu avec son école de modèles dits structurels. Sous cette appellation, il convient decomprendre que le modèle interprète le sens économique de l'état de défaut ou de ladégradation de la qualité de crédit en général. Si l'on suppose que la valeur des actifsde l'emprunteur suit un processus aléatoire, l'état de défaut advient quand cette va-leur passe en dessous d'un certain seuil. Dans ce cas, la valeur nette de l'emprunteurest nulle si ses actifs sont en deçà de la valeur faciale des dettes. Dans l'autre cas,1Cet article a été présenté à la 3ème conférence internationale sur le risque de crédit et opéra-tionnel, HEC Montréal, 12 et 13 avril 2007



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE 10la valeur nette est la di�érence entre les actifs et la dette. Cela équivaut à dire quel'emprunteur possède une option d'achat sur ses propres actifs, avec un prix d'exercicequi est égal à sa dette. Cette similitude est à l'origine de la modélisation structurelledu risque de crédit.Il existe une modélisation structurelle intéressante pour le cas des prêts aux par-ticuliers. L'idée se base sur le fait que l'individu ne perd pas ses droits sur ses avoirsde la même manière que l'entreprise. Andrade et Thomas (2004) retracent cette dis-cussion. Ils considèrent que c'est essentiellement l'accès au crédit que l'individu risquede perdre. Ils proposent alors de formuler ceci par une variable latente cohérente avecce raisonnement pour remplacer celle de la valeur de l'actif de Merton (1974), et uti-lisent les informations disponibles aux bureaux de crédit.La deuxième famille renferme les modèles dit de scoring depuis Altman (1968). L'ap-proche est actuarielle. L'état de défaut est dû au hasard et aucune interprétationéconomique de l'état de défaut n'est requise. La troisième catégorie de modèles sedit hybride en englobant un dosage mixte des deux approches en même temps. Zhou(1997), Madan et Unal (1999) sont pionniers dans ce sens. Le premier gre�e un pro-cessus de saut au modèle structurel classique, les derniers proposent de calibrer desmodèles stochastiques exogènes par les informations comptables des entreprises. Duf-�e et al. (1999) étudient les di�érences fondamentales entre ces approches. Ce travailmontre que c'est une question d'asymétrie d'information. Les modèles structurels sup-posent, en e�et, que toute l'information est révélée par l'emprunteur. À l'opposé, lesautres modèles rejettent cette hypothèse, et préfèrent se baser sur des faits statis-tiques observables. En outre, il est généralement admis que les modèles de scoringsont considérés plus précis à court terme, alors que les modèles structurels reprennentl'avantage à plus long terme.



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE 11En parallèle aux e�orts de développement de ces écoles, certaines recherches explorentdes pistes intéressantes telles que les fonctions de survie de Cox(1975). Ce concepts'adresse initialement aux études cliniques et pharmaceutiques pour modéliser la du-rée de vie d'un traitement ou d'un état en fonction du temps. Sa complexité en termesde mise en oeuvre est radicalement réduite par les travaux de Shumway (2001) qui luidonnent un second sou�e dans la modélisation du risque de crédit. Depuis, ce terrainconnaît de plus en plus de résultats importants, tel que nous allons le voir quand nouscommencerons à construire notre modèle au chapitre 4.Pour le moment, revenons à la problématique de notre portefeuille de prêts aux parti-culiers. Nous disons qu'une modélisation de type scoring serait plus adéquate, sachantque les horizons des prêts à la consommation sont généralement de court terme, et quela notion de valeur de marché n'existe pas pour les individus. Malgré cette di�érenceconceptuelle de taille entre les individus et les entreprises, nous allons compléter cettepartie par un tour a�n de connaître les modèles industriels utilisés sur le marché pourles entreprises. L'idée est de tenter d'établir des similitudes qui nous seront utilespour notre type de portefeuille de prêts aux particuliers.2.3 Les principaux modèles industriels utilisésComme dit précédemment, les principaux développements des modèles ont été réa-lisés pour le risque de crédit aux entreprises. Crouhy et al. (2000) présentent une revuedétaillée de ces modèles. Nous nommons CreditMetrics, MKMV-PortfolioManager,Standard & Poor's Portfolio Risk Tracker, CreditPortfolioView et CreditRisk+. Bran-nan et al. (2002) montrent que 80% des banques utilisent l'un de ces modèles au moins.CreditMetrics est le premier à être publié en 1997. Il se base sur les cotations desentreprises du genre de Standard & Poor's. Les migrations entre les sept cotes outre



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE 12l'état de défaut sont prises en compte. On parle alors de modèle MM (Mark-to-Market) par opposition aux modèles DM (Default Mode) qui ne s'intéressent qu'auxdeux états : défaut et non défaut. Une matrice de transition donne la probabilitéde défaut. Une autre matrice donne les corrélations des transitions jointes. Ces deuxmatrices proviennent des fréquences historiques. Pour un portefeuille de deux obli-gations, par exemple, il existe 82 = 64 possibilités de migrations conjointes. Dans cecas, la distribution PD est discrète, avec 8N points pour un portefeuille de N actifs.La distribution LGD est parfois approchée par une loi Bêta, supposée indépendantede PD. Ce modèle utilise le concept de Merton (1974) pour déterminer les corréla-tions entre entreprises de cotes di�érentes. Notons aussi que EAD est déterminé parcalcul, en se basant sur les spreads de crédit des structures à termes des entreprisespubliques. En e�et, la dégradation de la qualité de crédit d'une obligation impliqueune baisse de sa valeur sur le marché.Le deuxième modèle est le MKMV-Portfolio Manager. Il est du type DM. LGDest également une loi Bêta indépendante de PD. Dans un sens, ce modèle pourraitêtre vu comme une version simpli�ée du premier. Son principal apport est qu'il estpossible de le calibrer avec les probabilités de défaut et la structure de corrélationentre les cours des actions.Portfolio Risk Tracker de Standard & Poor's est le troisième de notre liste. Il estde type MM en gérant les transitions. Il se veut dynamique par rapport à ses pré-décesseurs, en calibrant les matrices de transition à partir des spreads, des cours desactions et des corrélations empiriques des états. Mais sa principale nouveauté est demodéliser directement la relation entre PD et LGD. Comme les deux autres modèles,Portfolio Risk Tracker se base sur les simulations Monte Carlo. Les distributions obte-nues re�ètent explicitement le caractère asymétrique, avec une queue gauche conformeà ce qui est généralement observé pour le risque de crédit.



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE 13Nous arrivons à CreditRisk+ de Credit Suisse Financial Products (1997). Il se contented'être DM, mais il est le seul des cinq modèles énumérés ici à o�rir une expressionanalytique pour déterminer le risque de crédit du portefeuille. Ceci est une bonnechose pour les portefeuilles à très grands nombres d'actifs où les simulations MonteCarlo seraient très coûteuses. Le modèle décompose le portefeuille en paliers de LGDcomparables. PD est stochastique. Le modèle est calibré par les EAD des paliers, lestaux de défaut, et en�n les volatilités des taux de défaut. Pour une catégorie donnée,la probabilité de défaut est approchée par une distribution Poisson de moyenne µelle-même stochastique et distribuée suivant une loi Gamma.Une critique commune aux modèles DM est qu'en ignorant les transitions de cré-dit, cela revient à sous-estimer le risque de crédit global. Par exemple, une obligationd'un rating BBB, ne présente que peu de risque de défaut pur. Cependant, le risquede dégradation de la qualité de son émetteur est tout à fait réel. Une autre critiqueimportante relative à certains modèles qui utilisent les spreads des structures à terme.Ces modèles utilisent la totalité des spreads des structures à terme associés au risquede crédit pour évaluer le risque de défaut. Ce qui conduit à surestimer le risque dedéfaut, Dionne et al. (2007) ayant démontré dé�nitivement que seulement 42% de cesspreads peut être imputé au risque de défaut.Nous arrivons maintenant au Credit Portfolio View. Il est du type MM, sous saforme générale. En réalité, c'est un type de modélisation à part, dit macroécono-mique. Néanmoins, il peut être considéré comme structurel du moment qu'il expliqueles dégradations de crédit par l'impact des facteurs macroéconomiques explicitementintégrés dans le modèle. Les travaux de Wilson (1997a, b) servent de référence à cettemodélisation. Ce modèle nous intéresse tout particulièrement. Il est le seul à per-mettre explicitement d'envisager des chocs macroéconomiques précis et d'évaluer leur



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE 14e�et directement sur les distributions de pertes résultantes. Nous le retenons, pour lemoment pour cette caractéristique très intéressante, quitte à en détailler le conceptet examiner son adéquation pour notre type de portefeuille, dans la section suivante.Notons à la �n de ce comparatif rapide, qu'en dépit de leur di�érence parfois ra-dicale de point de vue méthodologie, il a été prouvé que ces modèles sont équivalents.Gordy (1998) le montre en examinant les structures mathématiques qui sont trèsproches de CreditMetrics et CreditRisk+, par exemple. Bucay et Rosen (2001) sou-lignent ce même point en proposant de véri�er la similitude des résultats pour unportefeuille de cartes de crédit. Ce papier indique que, s'il y a une di�érence dansles résultats obtenus, cela provient essentiellement des hypothèses de travail admisesdans chacun des modèles. Or, les principales hypothèses faites concernent les distri-butions comme vu plus haut. Le message ici est que le choix du modèle à retenirdoit nécessairement être motivé et accompagné par une utilisation raisonnable deshypothèses simpli�catrices sur les distributions. Par conséquent, nous porterons unsoin maximal aux choix de celles que nous prendrons.2.4 Les approches stress testing du risque de créditDans cette section, nous identi�ons des recommandations fondamentales quantà la modélisation du stress testing appliqué au risque de crédit. Nous nous faisonsguider par Sorge (2004). Dans le document interne de Bâle #165, sur la classi�cationdes modèles de stress testing pratiqués, cet auteur souligne un fait important au sujetde certaines pratiques qui partent de trouvailles économétriques pour monter des mo-dèles en pièces. Malgré des prédictions très performantes à court terme, ces modèlessou�rent souvent d'instabilité dans le temps, par manque de fondements théoriques.Ce qui limite leur utilisation et réduit leur intérêt pour les grands horizons de temps.D'autre part, Sorge ressort le bien fondé des modèles basés sur Merton (1974) et Wil-



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE 15son (1999a, b) tout en exhibant leurs nombreuses adaptations.Le modèle de Wilson (1997a,b) de base repose sur un système de trois équationstelles que précisé par Sorge. La première modélise la relation entre le taux de défaut,
Pi,t, et la notion d'indice de crédit, Yi,t. Cet indice est donc dé�ni comme l'inverse dela fonction logistique, Logit, du taux de défaut, avec changement du signe. L'indice decrédit est lié par la deuxième équation à un ensemble de facteurs macroéconomiques,
Xk,t. La troisième écrit chacun des facteurs sous forme autorégressive univariée d'ordre
p.

Pi,t = Logit(−Yi,t) (2.2)
Yi,t = βi,0 + βi,1X1,t + βi,2X2,t + ... + βi,mXn,t + εi,t (2.3)

Xk,t = α0,k + α1,kXk,t−1 + α2,kXk,t−2 + ... + αp,kXk,t−p + νk,t (2.4)
avec i = 1, .., n catégories de crédit, et k = 1, .., m facteurs économiques.Les résidus ε et ν sont supposés indépendants et normalement distribués. Pit estle taux de défaut de la catégorie de crédit i à la période t. La variable Pit est transfor-mée en Yit par l'inverse de la fonction de répartition de la loi logistique avec inversiondu signe. La variable Yit ainsi dé�nie représente l'indice du crédit comme appeléedans la littérature. L'équation (2.3) lie directement les facteurs de l'économie, Xit,aux indices de crédit Yit. Classiquement, le nombre de retards p est �xé à 2. Bienque présenté sous forme d'un système d'équations, il est généralement considéré enestimant chacune des équations seule. À la �n de ces estimations individuelles unematrice Σ(i+m)X(i+m) est calculée comme matrice des variances-covariances du vecteurE construit par les résidus ε et ν tel que
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E =
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Le modèle considère que l'information sur les chocs exogènes est su�samment re-présentée par la matrice Σ ainsi calculée.Discutons maintenant de trois points primordiaux. Le premier est de rappeler quela conception initiale de cette modélisation vise à analyser le risque de crédit au ni-veau de l'ensemble de l'économie étudiée et non pour une institution �nancière enparticulier. Si nous voulons l'utiliser ici, nous devons faire l'hypothèse que l'insti-tution est de taille su�samment importante pour que sa clientèle soit a�ectée parles conditions économiques quant aux aptitudes de paiement des échéances dues. Ledeuxième point est le fait que ce modèle, appliqué tel quel sur les données d'une ins-titution, donne des coe�cients non signi�catifs voire contre-intuitifs pour la plupartdes facteurs macroéconomiques choisis pourtant avec grand soin2. Nous pensons à unepiste pour expliquer ce problème bloquant. Il s'agit de l'existence d'une composantespéci�que, trop importante pour l'ignorer par rapport à la composante systématiquedu risque de ce type de portefeuille. Des essais préliminaires font pencher le raison-nement vers cette voie. La présence importante de la composante spéci�que des prêtsaux particuliers est démontrée par de nombreuses études tel que fait par Dionne etal. (1996). À la base, ce travail traite du scoring des banques. Il démontre que desvariables relatives aux prêts avec d'autres caractérisant les individus ont un pouvoirprédictif très grand pour la détermination de la probabilité de défaut des emprunteursparticuliers. Ce qui nous permet de creuser plus la question dans la section suivante.2Mémoire de maîtrise HEC, Bouvrette J.-C. 2006, "Procédure de simulation de crise pour ladétermination des fonds propres associés à un portefeuille de crédit d'une institution �nancièrequébécoise".



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE 172.5 Les préliminaires de la modélisation à retenirNous connaissons mieux, maintenant, le terrain où nous avançons. Pour modéliserla probabilité de défaut, PD, nous avons dégagé les principaux points fondamen-taux à satisfaire. Le modèle de Wilson (1997a,b) permet de les envisager d'une façonconvenable. En e�et, ce modèle intègre par construction les conditions économiqueset permet une extension intéressante. L'idée est de tenter de capter simultanément lacomposante idiosyncratique et celle systématique dans la même équation (2.3). Nousen aurons fait un modèle hybride à partir du moment où les variables idiosyncratiquessont purement statistiques et n'ont pas toujours une explication causale pour justi�erl'état de défaut.Coleman et al. (2005), dans le document présenté à la conférence sur la supervi-sion des banques du comité de Bâle, con�rment l'idée de devoir capter la composantespéci�que et proposent quelques variables idiosyncratiques à injecter dans le modèlede Wilson. Ce document concerne la modélisation du stress testing d'un portefeuilled'hypothèques en Australie. Il est intéressant de noter que ces auteurs proposent ausside modéliser LGD de la même façon que le taux de défaut. Rodriguez et Trucharte(2006) se basent sur ce travail, et proposent de modéliser l'équation (2.3) directementau niveau de chaque individu plutôt que de travailler sur des taux de défaut agrégés.Pour nous, sachant que chaque prêt de notre échantillon possède sa propre spéci-�cité, nous allons travailler au niveau de chaque prêt sans faire aucune agrégation,ni au niveau des individus, ni au niveau des types de prêts. Cette manière de fairerespecte aussi le principe qui consiste à contabiliser les défauts au niveau de chaqueinstrument de crédit directement. Analysons justement les données qui nous inté-ressent dans notre échantillon.



Chapitre 3
Les données

Notre base de données échantillon renferme quelque quinze mille observations,dont cinq mille environ concernent les prêts à la consommation sur lesquels nousfocalisons désormais notre attention dans ce travail. Chaque prêt occupe une seuleobservation. Avec plus de trois cent variables résumant la vie de chaque prêt, cettebase est normalement destinée aux analystes qui contrôlent et perfectionnent le sys-tème de scoring de l'institution.D'autre part, l'échantillon contient les prêts de la période allant de septembre 1997jusqu'à septembre 2006. En principe, ceci devrait nous donner une plage de dix ans.Cependant, pour des raisons que nous ne maîtrisons pas, nous n'avons des enregistre-ments de prêts en défaut qu'à partir de janvier 2003. Cela réduit considérablement laplage temporelle aux seules quatre dernières années. En fait, l'institution aurait opérédes changements importants dans ses systèmes informatiques. De ce fait, les donnéesrelatives à ces quatre dernières années s'apprêteraient mieux à notre recherche dansce travail. Par ailleurs, l'institution les juge su�samment représentatives, malgré leurnombre relativement réduit. Examinons maintenant les variables qui nous intéressent.Pour chaque demande de prêt, l'institution calcule une cote de risque que nous
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Fig. 3.1 � Répartition des prêts par cote de risque, en nombre de prêts en haut, eten montants attribués en bas.



CHAPITRE 3. LES DONNÉES 20nommons ici rsk. cette variable peut prendre une valeur de 1 à 8. La �gure 3.1 donnela répartition des prêts par cote de risque. Quasiment 75% des prêts, en nombre eten montants, sont accordés aux risques 1 à 4. Les cotes 7 et 8, n'obtiennent que 8%des montants accordés, ce qui représente à peine 10% du nombre des prêts au total.La raison réside dans le fait que le taux de défaut est très fort parmi cette clientèle.La �gure 3.2 représente les taux de défaut observés pour chaque cote de risque. Cetaux suit bien la cote de risque calculée au début du prêt, à l'exception de la cote6 qui a�che une fréquence de défaut moins grande que pour les risques 4 et 5. Àl'opposé, nous obtenons dans le même graphique que la cote de risque 8 a�che untaux de près de 11.5% des prêts accordés aux clients de cette cote, ce qui est très grand.Analysons maintenant les défauts dans le temps avec la �gure 3.3. L'évolution dela fréquence des défauts montre une allure très accidentée. Dans l'hypothèse que leportefeuille global reste sensiblement le même au cours du temps, les seules chosesqui changent d'un trimestre à un autre sont les conditions économiques, outre le fac-teur temps lui-même. En e�et, il est généralement admis que le comportement desemprunteurs change avec le temps quant à la possibilité de faire défaut. Par ailleurs,nous pouvons détecter grossièrement une tendance à la hausse des taux de défautconstatés dans ce graphique. Cette tendance pourrait être expliquée par une crois-sance que connaîtrait l'institution dans son portefeuille de prêts à la consommation.En e�et, une analyse complémentaire montre qu'environ 300 nouveaux prêts sontinjectés dans le portefeuille échantillon à chaque trimestre. D'autre part, à peu près250 prêts quittent l'échantillon, par trimestres toujours. Ce qui donne une croissancetrimestrielle de 50 prêts en moyenne. Pour nous dans ce travail, nous ignoreronscette croissance par simpli�cation. Cependant, en toute rigueur, si cette tendance estcon�rmée par l'institution, elle devrait être explicitement prise en compte dans lamodélisation �nale du stress testing, puisque le taux de croissance du portefeuille del'institution est une variable qui conditionne les prévisions futures.
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Dans cette base, l'état de défaut lui-même est identi�é par une variable précise. Enpréparation au chapitre 4 où nous construirons notre modèle, nous dé�nissons plutôtla variable Survie qui représente l'état de non défaut. Cette variable est binaire et estégale à 1 tant que le prêt en question n'est pas en défaut, et passe à 0 si défaut. Histo-riquement, seuls 77 prêts sont tombés en défaut, dans tout l'échantillon qui renferme5184 prêts, ce qui donne 1.49% de cas de défaut. Notons que ce pourcentage est faiblerelativement à ce qui est observable dans les institutions �nancières canadiennes. Ce-pendant, nous comprenons que nous sommes dans le domaine du con�dentiel, et quenotre institution semble nous avoir transmis un échantillon représentatif mais avecdes proportions connues par elle seule. Par conséquent, l'échantillon dont nous dispo-sons sera considéré comme données d'une institution �nancière �ctive, pour laquellenous développerons notre méthodologie, la testerons empiriquement et interpréteronsles conclusions.Intéressons-nous maintenant à LGD. L'une des variables de la base approxime cor-rectement le montant qui était exposé au risque de perte au moment du défaut. Nousl'appelerons Expos par la suite. Une autre variable, Imp, donne le montant �nal laisséimpayé après les relances et les opérations de recouvrement. À patir de ce moment,nous sommes en mesure d'obtenir notre distribution LGD historique étant le rapport

Imp/Expos. Le tableau 3.4 donne quelques chi�res clés décrivant ces di�érentes va-riables.Nous arrivons maintenant à la distribution EAD. Pour les prêts aux consomma-teurs, il est généralement admis que EAD est prédéterminée. C'est tout simplementle solde du prêt en cours au moment du calcul (Gouriéroux et al., 2006).



CHAPITRE 3. LES DONNÉES 22

Fig. 3.2 � Répartition des défauts par cote de risque (en %)

Fig. 3.3 � Répartition des défauts par trimestre



CHAPITRE 3. LES DONNÉES 23Précisons ici que Bâle II demande explicitement que l'institution modélise ses dis-tributions LGD et EAD. En e�et, LGD est propre à chaque institution découlant àla fois du comportement des clients sélectionnés par l'institution, d'une part, et de laperformance de ses services de recouvrement, d'autre part. EAD est aussi en grandepartie spéci�que à l'institution puisqu'il est lié aux performances du système de sélec-tion des clients. Les paragraphes 468-470 de Bâle II incitent les institutions à étudierleurs distributions LGD et à en maîtriser les interdépendances avec les variables spé-ci�ques des prêts, ainsi que par rapport aux cycles économiques. Concernant EAD,ce sont les paragraphes 474-476 qui précisent les exigences en matière de connaissancede cette distribution avec les facteurs qui en in�uencent l'évolution.Pour revenir à la distribution LGD, examinons la �gure 3.4. Nous avons 71% desTab. 3.1 � Statistiques descriptives de LGD et EADMontants (en $) Écart- Valeurs (en $)# Moyenne Médiane type minimum maximum Somme
Expos 77 5628 2949 5814 0 18878 433339
Imp 77 2119 0 4621 0 18878 163173
LGD en % 77 28.2% 0 45% 0% 100% -
EAD 1374 8121 6036 9666 180 201539 11159262

cas où le recouvrement arrive à récupérer 100% des soldes au moment des défauts.Dans les 29% des cas restant, l'institution a�che une perte de montants allant dequelques centaines de dollars à 20 mille dollars environ. La moyenne de cette perteest de 2100$, l'écart-type est de 4600$ avec une perte totale de 163000$ durant lesquatre années étudiées dans l'échantillon (2003 à 2006).Retenons maintenant que l'investissement total en cours de l'échantillon s'élève à
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Fig. 3.4 � Distribution historique de LGDTab. 3.2 � Évolution de la fréquence des défauts et des pertesNombres Montants LGDTrimestres Prêts Défauts Exposés au moment Pertes �nales en %du défaut en$ en $Mar-03 1469 1 15890 0 0.0Jun-03 1649 5 43667 574 1.3Sep-03 1842 7 15616 9292 59.5Dec-03 1987 4 30648 0 0.0Mar-04 2269 6 35892 0 0.0Jun-04 2323 2 8383 0 0.0Sep-04 2308 7 43162 41448 96.0Dec-04 2338 8 54129 1606 3.0Mar-05 2507 6 13815 0 0.0Jun-05 2479 4 13745 0 0.0Sep-05 2436 5 9495 0 0.0Dec-05 2259 5 30613 13533 44.2Mar-06 2039 4 33718 25803 76.5Jun-06 1738 6 38264 33720 88.1Sep-06 1508 7 46302 37198 80.3



CHAPITRE 3. LES DONNÉES 2511 millions de dollars environ. Quand nous calculerons les distributions de pertes, cechi�re donnera la base de l'exposition totale au risque, pour déterminer les pertes enpourcentage.Il nous reste à présenter les variables macroéconomiques dont nous comptons ex-plorer les relations avec les défauts des emprunteurs. Nous retenons six candidates(Tableau 3.3) : le taux de chômage, l'épargne, l'indice des prix des biens semi-durables,le PIB réel, le taux de change par rapport au dollar américain, et le taux directeurde la Banque du Canada. Nous justi�erons leur choix dans le chapitre suivant. Nousy verrons aussi que nous nous intéressons plus particulièrement aux variations de cesfacteurs économiques plutôt qu'aux valeurs en niveau. Ces variations seront désormaisnommées respectivement : dChom, dEparn, dIPsem, dPIBr, dChng et dBanqCan. Letableau 3.4 en résume les caractéristiques principales. En�n, rappelons que pour lescalculs du stress testing, toutes les observations de ces séries nous intéressent. Ceciest dans le sens où nous ne les �ltrerons pas puisque nous voulons, justement, capterles évènements exceptionnels de leur historique dans notre modélisation.



CHAPITRE 3. LES DONNÉES 26Tab. 3.3 � Description des variables macroéconomiques retenuesnom Designation Source Code FréquenceChom Canada, Taux de chômage CANSIM II V2062815 Mensuelle15 ANS ET PLUS ; désaisonnaliséesde janvier 1990à septembre 2006Eparn Canada, Epargne des particuliers CANSIM II V498490 Trimestreet entreprises individuelles,désaisonnaliséesde 1er trimestre 1990au 3ème trimestre 2006IPsem Canada, indice des prix à la CANSIM II V735591 Mensuelleconsommation, contenu du panierde 2001, biens semi-durablesde janvier 1990à septembre 2006PIB Canada, Produit Intérieur Brut CANSIM II V1992226 Trimestreau prix de base de 2001de 1er trimestre 1990au 3ème trimestre 2006Chng Canada, Taux de change du dollar CANSIM II V37426 Mensuelledes Etats-Unis, cours au comptant àmidi, moyennede janvier 1990à septembre 2006BnqCan Canada, CANSIM II V122530 MensuelleTaux o�ciel d'escomptede janvier 1990à septembre 2006
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Tab. 3.4 � Statistiques descriptives des variables macroéconomiques retenuesVariables Trimestres Valeurs Écart- Valeursen variation # Moyenne Médiane type minimum maximumdChom (en %) 68 0.09 -0.06 0.98 -0.63 7.63dEparn (en 10 milliers $) 68 0.02 -0.08 0.90 -1.59 5.98dIPsem (en $) 68 1.52 0.10 10.93 -1.23 89.93dPIBb (en 10 milliers $) 68 0.50 0.32 1.94 -1.09 15.03dChng (en %) 68 0.02 0.00 0.15 -0.11 1.18dBnqCan (en %) 68 0.07 -0.04 1.77 -1.95 12.97



Chapitre 4
Le modèle

Rappelons que nous cherchons à modéliser la distribution des pertes non anti-cipées, L, qui est elle-même le produit des trois distributions PD, LGD et EAD(équation 2.1). D'autre part, nous voulons considérer la probabilité de défaut par ins-trument de crédit. En d'autres termes, nous comptabiliserons les situations de défautet de non défaut au niveau de chaque prêt. Par ailleurs, à la �n du chapitre 2, nousavons retenu le modèle de Wilson comme base théorique de notre développement.Nous allons l'adapter ici à notre problématique de prêts aux particuliers. Ensuite,nous passerons à LGD et EAD, pour accéder aux simulations Monte Carlo.4.1 Distribution PDNous nous intéressons au système d'équations du modèle de Wilson. Nous sug-gérons de le traiter en deux sous-systèmes, au lieu de le considérer comme ensembled'équations indépendantes les unes des autres comme fait classiquement. L'intérêtest de tenter d'en préserver le sens systémique a�n de béné�cier des interactions mu-tuelles qu'il contient. Pour ce faire, nous faisons l'hypothèse que les défauts constatésau niveau de notre institution �nancière ne sont pas de taille à in�uencer les variablesmacroéconomiques du pays. Ceci nous permet de regrouper ensemble les équations



CHAPITRE 4. LE MODÈLE 292.2 et 2.3 d'un côté, et les équations 2.4 - une équation par facteur- de l'autre. Leséquations 2.4 formeront alors un système VAR(p) plutôt qu'un ensemble d'équationsAR(p) univariées indépendantes. L'intérêt d'un VAR(p) est double. D'abord, il modé-lise explicitement les interractions entre les facteurs macroéconomiques. Le deuxièmegain est d'obtenir une matrice des variances-covariances d'une façon directe aprèsl'estimation du VAR(p), ce qui est plus précis que ce que propose le modèle initialde Wilson1. Nous allons prendre un VAR(2), comme détaillé dans l'annexe B, dont lenombre de paramètres à estimer reste acceptable par rapport au nombre de trimestresdont nous disposons. Rappelons ici que les informations sur les chocs exogènes sontcontenues dans cette matrice variances-covariances. Par conséquent, la précision ap-portée par le VAR(2) est une première amélioration par rapport au modèle initial deWilson.D'autre part, nous réécrivons les équations 2.2 et 2.3 en une seule équation sousla forme
PDit = Logit(α′Ageit + β ′

1Indivi + β ′

2Macrot) (4.1)
PDit est notre variable dépendante dichotomique, portant la valeur 1 si défaut et0 sinon. Les variables du bloc Ageit capteront l'e�et de l'âge du prêt sur la probabilitéde défaut. Le vecteur Indivi contient les variables caractérisant le risque spéci�quedu prêt i. Le bloc Macrot contiendra le vecteur des variables macroéconomiques per-tinentes pour expliquer l'état de défaut. α, β1 et β2 sont les vecteurs de paramètresde la modélisation à estimer pour chaque bloc.En fait, au moment de la demande de prêt, l'institution calcule la cote de risquetenant compte de toutes les variables personnelles et celles du prêt demandé qu'ellepense pertinentes, dans son système scoring. Nous mettons cette variable, rsk, seulepour représenter le bloc Indivi, et nous justi�ons ce choix par le fait que l'institution1Voir la discussion de la section 2.4



CHAPITRE 4. LE MODÈLE 30calcule rsk d'une façon optimale, a�n de capter le risque spéci�que, puisqu'elle l'uti-lise pour statuer sur l'octroi des prêts. Quant aux variables macroéconomiques perti-nentes, une fois identi�ées, nous supposerons qu'elles représenteront su�samment lerisque systématique pour dire que les probabilités jointes de défaut sont déjà incorpo-rées dans la formulation de PD ainsi obtenue. Il nous restera l'e�et de l'âge des prêtssur la probabilité de défaut des prêts. Ne connaissant pas, a priori, sa fonction exacte,il est généralement conseillé de la modéliser en polynôme d'ordre 2, 4 ou 6 (Glennonet Nigro, 2005). Nous nous contenterons ici d'une modélisation en polynôme d'ordre4, dont les coe�cients seront déterminés et analysés lors de l'estimation de l'ensemble.Nous devons discrétiser la vie de chaque prêt en segments de temps égaux. Intui-tivement, ce découpage est nécessaire a�n d'isoler le moment de défaut, avec toutesles caractéristiques qui changent avec le temps. Vu que la plupart des variables ma-croéconomiques ont une fréquence trimestrielle, nous procéderons à un découpage partrimestre. Par ailleurs, les durées à l'intérieur de chaque trimestre seront mesurées ennombre de mois complets. Ainsi, un prêt qui démarre en mars 2001 aura un âge de4 mois au bout du deuxième trimestre de l'année 2001. Ce prêt aura autant d'obser-vations dans la base de données discrétisée qu'il aura vécu de trimestres ou partiesde trimestres. La dernière observation sera relative au trimestre où le prêt arrive àéchéance, tombe en défaut, ou alors c'est le dernier trimestre de la période l'échan-tillonnée.C'est ici que nous commençons à nous éloigner des modèles Logit ou Probit mono-périodiques simples très populaires pour modéliser les probabilités de défaut. Notonsque les observations ainsi démultipliées ne seront pas indépendantes les unes desautres, ce qui pourrait caractériser l'e�et panel aussi bien individuel que temporeldans nos données (Amemiya 1985). En e�et, le même prêt va apparaître autant defois que de trimestres vécus. D'autre part, chaque trimestre sera représenté plusieurs



CHAPITRE 4. LE MODÈLE 31fois dans cette décomposition. La conséquence est que nos estimations pourraient nepas être e�caces, ce qui conduirait à des conclusions erronées. Shumway (2001) estle premier à résoudre cette situation d'une façon simple. En e�et, dans son article,il montre l'équivalence mathématique entre le Logit multi-périodique du genre de ceque nous avons, avec l'état de défaut comme variable dépendante dichotomique, et lafonction de survie de Cox (1975) en modélisation discrète. Il démontre que les fonc-tions de vraisemblance sont les mêmes, et donc les estimations doivent être les mêmes.Shumway propose ensuite une correction des statistiques χ2 des coe�cients estimés.Cette correction est la seule contribution systématiquement et explicitement rejetéepar tous les chercheurs qui ont utilisé les résultats de Shumway, dont Chava et Jarrow(2004). L'argument principal que ces auteurs avancent est que le Logit ainsi estiméest encore pénalisé par l'e�et panel et qu'en toute rigueur il est possible de le corriger.Cependant, la modélisation de Cox (1975) ne suppose aucune indépendance entre lesobservations étudiées. De ce fait, tous les résultats de l'estimation Logit sont consi-dérés corrects y compris le calcul des χ2 des coe�cients estimés. Sachant ceci, nousallons admettre à notre tour ce raisonnement pour nos estimations Logit que nousutiliserons sans correction.Cette discussion mise à part, Shumway réduit considérablement et dé�nitivement ladi�culté théorique de la modélisation de Cox, et o�re ses grands avantages, au prixd'une démultiplication des observations comme la nôtre, de l'injection d'une fonctionde durée dans le modèle (polynôme de l'âge des prêts pour nous), et d'une simplerégression Logit de l'ensemble. Au passage, dans ce même article rempli de résultatsimportants, Shumway montre que la modélisation Logit en mono-période simple estbiaisée malgré sa grande popularité, et calcule mathématiquement ce biais. En e�et,en n'étudiant que les prêts terminés (clôturés normalement ou par un défaut), le mo-dèle Logit simple ignore totalement les prêts exposés aux mêmes risques, pendant la



CHAPITRE 4. LE MODÈLE 32même période d'étude, mais qui courent toujours à la �n de la période échantillon-née. Shumway souligne, en�n, la supériorité conceptuelle de la modélisation discrètede Cox, et surtout la stabilité de ses estimations, puisque toute l'information dispo-nible est prise en compte.Le papier de Chumway devient une référence en la matière. De plus en plus de tra-vaux con�rment et prolongent les résultats de Shumway dans la modélisation ducrédit. Nous pourrions citer Du(2003) qui modélise les migrations des cotes de cré-dit des entreprises. Chava et Jarrow (2004) con�rment les résultats de Shumway etmontrent, entre autres, qu'une discrétisation du temps dans une base mensuelle estnettement meilleure qu'un pas annuel par exemple. Citons encore Drehmann et al.(2005) qui utilisent explicitement une modélisation très proche à la nôtre, destinéeau stress testing appliqué aux entreprises publiques, avec des variables macroécono-miques. Leur idée est de proposer des développements non linéaires très intéressants.Ils argumentent que les modèles linéaires supposent des variations petites, alors queles chocs à étudier en stress testing sont, justement, grands par dé�nition. Bien quetrès convaincant, ce travail dépasse largement le cadre de notre étude.Désormais, nous ferons une lecture des résultats en termes de fonction de survie.Nous parlerons de la probabilité de défaut trimestrielle conditionnelle à la survie duprêt jusqu'au trimestre en question. Elle se dé�nit par
Λ(t) = Logit(g(Ageit) + β ′

1Indivi + β ′

2Macrot) (4.2)où g(.) est la fonction qui modélise l'e�et de l'âge des prêts, le polynôme de degré4. Nous disposons alors des égalités de Cox en modélisation discrète
S(t) =

∏

j<t

(1 − Λ(t)) (4.3)où S(t) est la fonction de survie, qui est la probabilité de survie jusqu'à la période t.



CHAPITRE 4. LE MODÈLE 33A�n de �xer les idées, calculer la probabilité de survie au bout d'un an revient àcalculer la probabilité de survie jusqu'au début du trimestre 5 :
S(5) = (1 − Λ(1))(1 − Λ(2))(1 − Λ(3))(1 − Λ(4)).En fait, les calculs probabilistiques reviennent à déterminer la fonction Λ pour tousles trimestres consécutifs qui constituent la période souhaitée, en tenant compte desprédictions des variables macroéconomiques qui changent d'un trimestre à un autre.Pour simpli�er, nous nous contenterons d'e�ectuer les calculs pour un seul trimestre,dans le cadre du présent travail.Pour �nir cette sous-section, nous nous proposons de présenter la liste des variablesexplicatives candidates dont nous tenterons de mesurer l'e�et sur PD, dans le cha-pitre suivant. Le tableau 4.1 les récapitule avec les prédictions des signes attendus.La cote de risque, rsk, devrait avoir un signe positif. Plus la cote de risque est élevéeplus il y a de chances que le prêt tombe en défaut. Nous pensons également que cettevariable devrait être très signi�cative pour expliquer PD, puisque c'est l'évaluationde la qualité de crédit du prêt au moment de son octroi. L'âge du prêt à la période t,
age, devrait avoir un signe positif. Le défaut ne survient que rarement aux premièrespériodes des prêts. Concernant les variables age2 et age3, a priori, aucune prédictionintuitive possible. Cependant, nous pourrions attendre un signe négatif pour age4 quisigni�erait que les défauts sont rarement observés aux dernières périodes des prêts.En e�et, si la valeur de age est su�samment grande, les trois premiers termes dupolynôme de l'âge du prêt, age, age2 et age3 deviennent négligeables devant age4 carélevé à la puissance 4. Donc, le signe négatif pour cette variable devrait permettreque la probabilité de défaut diminue à partir d'un âge donné pour tendre vers zéro àla �n de la vie des prêts.



CHAPITRE 4. LE MODÈLE 34La variation du taux de chômage, dChom, est attendue avec un signe positif. Sile taux de chômage augmente, il y a plus de chance que cela impacte directement ouindirectement la population des emprunteurs. Encore un signe positif à prédir pourdIPsem. La hausse des prix des biens semi-durables qui est, en e�et, négative pourle pouvoir d'achat des emprunteurs, et donc devrait a�aiblir leur capacité à payer lesmensualités de leurs prêts. Pour l'épargne, le raisonnement concernerait le surplusde la consommation par rapport au revenu. Ce surplus traduirait une disponibilitédes fonds qui, quand elle augmente, impacte positivement la survie des prêts et vice-versa. D'où nous attendons un signe négatif pour la variable dEparn. Une mauvaiseconjoncture économique, donc baisse du PIB réel dPIB, devrait faire accroître lesdéfauts, d'où un signe négatif.Une variation positive du taux de change par rapport au dollar américain, dChng, si-gni�erait que le dollar canadien baisse. Si nous prenions ceci comme signe de faiblesserelative de l'économie canadienne par rapport aux É.-U., le signe prédit pourrait êtrenégatif. Cependant, nous savons aussi que si le dollar canadien se déprécie, l'exporta-tion aux É.-U. en béné�cie, ce qui devrait à son tour améliorer l'économie canadienne.De ce fait, le signe prédit est ambigu pour la variable dChng.Nous arrivons en�n au taux d'escompte de la Banque du Canada. Si ce taux augmente,l'argent devient plus cher à avoir, d'où un pouvoir moindre pour rembourser les men-sualités. Ceci nous guide pour prédire alors un signe positif pour la variable dBnqCan.Précisons ici que nous utilisons les variations des variables macroéconomiques plu-tôt que leurs valeurs en niveau. L'argument en est que, ces variables ne sont passtationnaires et possèdent un trend tangible avec le temps. Ceci rend ces variablesfortement corrélées entre elles, et donc di�cilement utilisables directement commevariables explicatives. La même raison existe pour ses variables avec la fonction dedurée, le polynôme d'ordre 4, que nous modélisons explicitement parmi les variables



CHAPITRE 4. LE MODÈLE 35Tab. 4.1 � Signes prédits pour modéliser la probabilité de défaut PDSignesVariable prédits Commentairesrsk + cote de risque du prêt
age + âge du prêt à la période t

age2 ? carré de la variable age

age3 ? age à la puissance 3
age4 - age à la puissance 4dChom + variation du taux de chômagedIPsem + variation de l'indice des prix semi-durablesdEparn - variation de l'épargnedPIBb - variation du PIB réeldChng - variation du taux de change (USD)dBnqCan + variation du taux d'escompteexplicatives. Nous poursuivons maintenant avec l'étude des deux autres distributions

LGD et EAD.4.2 Distributions LGD et EADCommençons par la distribution EAD. La majorité des concepteurs la considèrentcomme prédéterminée pour les portefeuilles de prêts à la consommation des particu-liers (Gouriéroux et al, 2006). EAD est le solde du compte de l'emprunteur au momentdu calcul. Il existe une exception à cela pour les marges de crédit et les prêts sur cartesde crédit que nous ne traitons pas dans ce travail2.La �gure 3.4, du chapitre précédent, trace la distribution historique de LGD. Unesérie d'essais e�ectués sur cette distribution tentent de con�rmer qu'elle ne serait pas2Dans les cas des marges de crédit et des prêts sur cartes de crédit, EAD à prendre est le plafondmaximal autorisé. En e�et, les emprunteurs peuvent à tout moment prendre la totalité du montantque leur �xe l'instititution �nancière



CHAPITRE 4. LE MODÈLE 36facilement modélisable. En e�et, LGD ne dépendrait d'aucune de nos variables ma-croéconomiques. Elle ne serait pas non plus sensible aux paramètres spéci�ques desprêts, dont la présence ou non d'un collatéral.Une autre piste serait d'explorer directement la distribution composite LGD ∗ EADcomme fait dans certaines modélisations (Moody's pour les entreprises publiques). Enfait, LGD∗EAD est le solde impayé des emprunteurs en défaut. La �gure 4.1 dessinecette distribution pour le cas de notre base échantillon. Elle montre un point de masseà zéro de 70 % environ, suivi d'une plage de montants que nous pouvons considéreraléatoires et uniformément distribués de 0 à 20000$. Il y a deux inconvénients majeursà cette approche. D'abord, cela ne permettrait pas d'assurer que EAD soit égale ausolde des prêts tel que précisé au début de cette sous-section. Le deuxième problèmeest que des tentatives de modélisation économétrique n'ont pas été plus chanceuseque celles de LGD. L'unique possibilité qui s'o�re serait de modéliser LGD ∗ EAD"par pièce". Nous pourrions faire cela en deux étapes. Générer une première variablealéatoire qui suit une distribution binomiale avec 70% des tirages de 0. Les 30%des tirages à 1 seraient multipliés par les valeurs d'une deuxième variable aléatoireuniformément distribuée entre 0 et 20000. Nous voyons qu'en procédant ainsi, nousperdons toute la �nesse de pouvoir relier le comportement de LGD aux paramètresidiosyncratiques des emprunteurs, et surtout que des simulations par les conditionséconomiques n'auraient pas été possibles.C'est maintenant que nous faisons appel à l'intuition de Gouriéroux et al (2006). Cesauteurs présentent leur idée de modélisation conjointe de PD et LGD dans deux cas.Le premier re�ète typiquement le nôtre puisqu'il s'adresse aux modèles Logit-Probit.Le deuxième concerne une extension du modèle de Merton, s'adressant généralementaux entreprises, et que nous n'utilisons pas ici. La contribution majeure de ces auteursest de dire que les institutions, quand elles enregistrent leurs taux de pertes des prêts,



CHAPITRE 4. LE MODÈLE 37

Fig. 4.1 � Distribution des pertes historiques : montants laissés impayésceci n'est que la partie observable d'une distribution LGD∗ qui serait censurée parl'état de défaut. En d'autres mots, cela revient à réécrire le problème de LGD sousforme d'un Tobit généralisé
LGDi =











LGD∗

i si PDi = 1 (si défaut)
0 sinon

(4.4)où LGD∗

i est la distribution totale dont nous observons les LGDi en cas de défaut.Avant de passer au chapitre suivant, soulignons que cette manière de voir LGD de-vrait normalement aider à élucider la di�culté de modélisation de cette distributioncomme mentionné plus haut. Dans l'hypothèse que les services de recouvrements del'institution font un e�ort maximal pour tenter de récupérer l'argent impayé, la dis-tribution LGD devient caractérisée uniquement par l'emprunteur et les conditionséconomiques. Ceci étant réglé, nous passons aux signes prédits. Commençons par lesvariables macroéconomiques pour dire que c'est exactement la même intuition que



CHAPITRE 4. LE MODÈLE 38pour modéliser PD. En e�et, c'est le même individu qui fait défaut qui ne pourra paspayer LGD. Par contre, il est très possible que les variables qui seront signi�cativespour expliquer la probabilité de défaut PD ne soient pas les mêmes pour le taux deperte LGD. La cote de risque rsk devra avoir un signe positif. Intuitivement, plusl'emprunteur est du type mauvais risque plus grande sera la proportion du montantimpayé qu'il laissera. La nouvelle variable ici est Gar qui est binaire (1 pour un prêtavec présence de garantie, 0 sinon). Dans ce cas, nous pourrions envisager que laprésence de la garantie devrait alléger LGD. D'où un signe attendu négatif. L'âge duprêt pourrait impacter LGD, cependant, il n'est pas facile d'en prévoir le sens.Il nous reste à donner une précision concernant ce modèle de Gouriéroux et al. A�nde garantir que les valeurs issues des calculs sur LGD restent positives, les auteursmodélisent directement la variable Log(LGD). Ceci assure en e�et la positivité desvaleurs de LGD par l'utilisation de la fonction exponentielle pour inverser la fonctionlogarithmique. Gouriéroux et al. suggèrent aussi de ne pas limiter à 100% la bornesupérieure de l'intervalle de LGD. L'argument est que dans la réalité des taux depertes supérieurs à 100% existent dans le cas de frais conséquents que dépense l'ins-titution après le défaut de l'emprunteur.
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Tab. 4.2 � Signes prédits pour modéliser LGDSignesVariable prédits Commentairesrsk +Gar - binaire : 1 si présence d'une garantie pour le prêt, 0 sinonage ? âge du prêt à la période tdChom + variation du taux de chômagedIPsem + variation de l'indice des prix semi-durablesdEparn - variation de l'épargnedPIBb - variation du PIB réeldChng - variation du taux de change (USD)dBnqCan + variation du taux d'escompte



Chapitre 5
Résultats et analyse
5.1 La distribution PD à la ShumwayLe tableau 5.1 montre les résultats des régressions Logit multi-périodes. La cotede risque, rsk, est très signi�cative, ainsi que l'âge du prêt, age, et age2 qui est lecarré de l'âge. Les signes des coe�cients sont conformes à l'intuition décrite dansle chapitre précédent. En e�et, la coté de risque est positivement très signi�cative.L'augmentation du taux de chômage a�ecte PD en l'aggravant, dChom étant signi�-cative quasiment à 5%. L'augmentation des indices des prix des biens semi-durablesest négative pour le pouvoir d'achat des emprunteurs comme déjà vu. Ce qui con�rmele signe positif obtenu. Pour l'épargne, le surplus du revenu par rapport à la consom-mation, impacte positivement la survie des prêts, d'où le signe négatif du coe�cientcorrespondant. Notons ici que ni le taux d'escompte, ni le taux de change ne sont passigni�catifs même à 30%. La variable dPIB, bien que très peu corrélée avec les autresvariables (table 5.2), nous ne la mettons pas dans la régression Logit, et elle jouerason rôle comme expliqué dans le paragraphe suivant. Une dernière remarque concer-nant les variables macroéconomiques choisies. Lors de cette étude, nous n'avons pas laprétention d'être exhaustifs dans la sélection de ces variables. Cependant, nous avonsmis dans le modèle celles que nous pensons les plus pertinentes tout en privilégiant



CHAPITRE 5. RÉSULTATS ET ANALYSE 41le fait de garder leur nombre le plus petit possible. Ce choix est justi�é par applica-tion du principe de parcimonie. Une deuxième raison est d'ordre économétrique. Enfait, si nous voulions étudier un système VAR(2) pour 10 variables, par exemple, celanécessiterait 2651 paramètres à estimer pour un tel système. Ce qui serait aberrantcomme nombre de degrés de liberté par rapport au nombre d'observations à étudier.
Tab. 5.1 � Estimation du Logit multi-périodiqueSigne Estimation pour 2003-2006 EstimationVariable attendu Coe�cients Chi-Carré Pr > Chi2 2003à2004 2003à2005Intercept -11.42370 120.348 <.0001 -11.80460 -12.57190rsk + 0.58880 89.0078 <.0001 0.61520 0.64260age + 0.62800 5.8965 0.015200 0.73270 0.87930age2 ? -0.04430 3.8236 0.050500 -0.06040 -0.07140age3 ? 0.00131 2.8382 0.092000 0.00210 0.00242age4 - -0.00001 2.3543 0.124900 -0.00002 -0.00003dChom + 1.21600 3.6506 0.056000 0.82440 1.05640dIPsem + 0.29430 2.2435 0.134200 0.45000 0.32850dEparn - -0.25040 1.8173 0.177600 -1.01430 -0.49380# d'observations 31151 13847 23607# de prêts 5184 3620 4823-2 Log L 948.314 387.131 666.370Nous détaillons la modélisation du système d'équation 2.4 en VAR(2) dans l'an-nexe B. Notons ici que nous y étudions un système de quatre séries. Il s'agit des troisvariables que nous avons déjà décrites précédemment. La quatrième variation est lePIB réel. Nous nous intéressons à cette dernière pour les simulations de récession en1 Si n est le nombre des variables, un VAR(p) nécessite (n*p+1)*n coe�cients pour les n équa-tions du système, plus n*(n+1) pour estimer les éléments de la matrice symétrique des variances-covariances des résidus.



CHAPITRE 5. RÉSULTATS ET ANALYSE 42Tab. 5.2 � Corrélations entre les variables explicativesrsk age dChom dIPsem dEparn dPIBrsk 1 -0.0074 0.0038 -0.0020 0.0015 0.0032age -0.0074 1 -0.0197 -0.0331 -0.0046 0.0314dChom 0.0038 -0.0197 1 -0.1315 0.0092 0.1804dIPsem -0.0020 -0.0331 -0.1315 1 -0.0794 -0.0279dEparn 0.0015 -0.0046 0.0092 -0.0794 1 -0.1238dPIB 0.0032 0.0314 0.1804 -0.0279 -0.1238 1stress testing. Nous laisserons cette variable en dehors du Logit, sachant qu'elle jouerason rôle en interaction avec les trois autres variables dans le VAR(2).Le tableau 5.1 des estimations de notre modèle Logit donne aussi les coe�cientspour trois périodes. Outre la période de l'étude, 2003 à 2006, nous avons égalementles coe�cients de 2003 à 2004 et de 2003 à 2005. Nous pouvons remarquer que ces coef-�cients sont passablement stables dans le temps. C'est ce que tentent de con�rmer lestests économétriques réalisés sur ces estimations, sauf pour age3 et age4. Ces dernièresvariables mises à part, l'ensemble des résultats illustrerait la supériorité conceptuellede la modélisation de Cox telle que démontrée par Shumway(2001). Cette stabilitédu modèle est primordiale pour l'adéquation des simulations en hors échantillon quenous comptons faire.Nous nous intéressons, maintenant, à la fonction polynôme de l'âge des prêts quenous avons obtenue. Avec tous les coe�cients du polynôme signi�catifs, il est plusaisé de tracer un graphique pour l'analyser. La �gure 5.1 représente l'évolution de laprobabilité de défaut pour chaque cote de risque, de 1 à 8. Nous voyons qu'il existeune sorte de palier pour lequel cette probabilité est à son maximum. Ce palier estfonction croissante de la cote de risque. La probabilité de défaut atteint un niveau
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Fig. 5.1 � In�uence de l'âge des prêts sur les probabilités de défautimportant de plus de 2,50% sur le palier du risque 8. Ce n'est pas étonnant puisquenous avons vu, au chapitre précédent, que le taux de défaut atteignait plus de 11%des prêts de ce niveau de risque. Ce qui est aussi intéressant est qu'aux premiersmois, la probabilité de défaut est généralement petite, d'après ce même graphique.En supposant la bonne fois des emprunteurs, ces derniers assument leur décision de�nancement et arrivent généralement à payer les premières échéances.En�n, nous allons tenter ici de justi�er le fait de garder les trois variables dChom,
dIPsem et dEparn dans notre modélisation de la probabilité de défaut. En fait, lap-value de dEparn est relativement grande par rapport à celles des autres variables.Le tableau 5.3 resume les paramètres estimés pour trois modèles. Le modèle 1 uti-lise uniquement rsk et le polynôme de l'âge des prêts. L'ajout de la variable dChomcaractérise le modèle 2. En�n, nous mettons nos trois variables dChom, dIPsem et
dEparn dans le modèle 3. Le paramètre χ2 de Hosmer et Lemeshow semble a�rmerque la meilleure adéquation des prédictions par rapport aux réalisations est représen-



CHAPITRE 5. RÉSULTATS ET ANALYSE 44tée par le modèle 3. Par ailleurs, le critère d'information d'Akaike est à son minimumpour le même modèle 3. Nous nous aidons également par la �gure 5.2. Celle-ci trace lesprédictions des trois modèles en parallèle avec les fréquences historiques des défautsobservées durant la période 2003 à 2006. Le modèle 1 qui ne comporte que la variable
rsk et l'âge des prêts ne semble suivre que grossièrement l'évolution historique desdéfauts. Ceci prouve graphiquement son insu�sance pour simuler les défauts. Parcontre, le modèle 2, qui intègre la variable dChom simule déjà très bien les défautshistoriques. Cependant, c'est le modèle 3, avec les trois variables macroéconomiquessimultanément, qui semble mieux correspondre à ces fréquences. Ceci est con�rmé parl'analyse des coe�cients U de Theil évaluant les prédictions des trois modèles commeséries chronologiques. Pour �nir, examinons les résultats des tests de Wald a�chés àla �n de ce même tableau 5.3. L'hypothèse nulle est que les coe�cients des variablesmacroéconomiques sont simultanément tous nuls pour le modèle 3. Nous voyons alorsqu'à 10% de degré de con�ance nous pouvons rejetter cette hypothèse. Ce qui justi�el'importance de l'ajout des variables macroéconomiques et nous conduit à les gardertoutes les trois dans notre modèle �nal.
5.2 La distribution LGD à la Gouriéroux et al.Voici maintenant les résultats de la dernière distribution qui nous intéresse (Ta-bleau 5.5). Nous utilisons le modèle décrit par l'équation 4.4. Dans un premier temps,signalons que rsk est ici très signi�cative avec un signe postif comme attendu. Cepen-dant, la variableGar (présence de garantie) n'est pas signi�cative. Ceci est surprenant.Malgré tout, on devait avoir un résultat qui con�rme plutôt l'intuition. La variable
age n'est pas signi�cative non plus. L'âge des prêts n'aurait aucune incidence sur lestaux de pertes en cas de défaut.
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Tab. 5.3 � Comparaison des modèles Logit multi-périodiquesSigne Modèle1 Modèle2 Modèle3Variable attendu Coe�cient p-value Coe�cient p-value Coe�cient p-valueIntercept -11.50430 <.0001 -11.41510 <.0001 -11.42370 <.0001rsk + 0.58780 <.0001 0.58710 <.0001 0.58880 <.0001age + 0.61450 0.0167 0.61260 0.0173 0.62800 0.0152age2 ? -0.04300 0.0551 -0.04290 0.0571 -0.04430 0.0505age3 ? 0.00126 0.1001 0.00126 0.1024 0.00131 0.0920age4 - -0.00001 0.1352 -0.00001 0.1366 -0.00001 0.1249dChom + - - 1.12630 0.0851 1.21600 0.0560dIPsem + - - - - 0.29430 0.1342dEparn - - - - - -0.25040 0.1776Paramètres Hosmer & Lemeshow

χ2 5.6047 0.6914 9.6977 0.2869 5.0716 0.7499AIC 967.16 966.382 966.314SBC 1017.24 1024.808 1041.434-2 Log L 955.16 952.382 948.314Test χ2 de Wald χ2 de Wald degrés p-value( relatif au modèle 3) de libertéHypothèse nulle :les coe�cients des variablesdChom et dIPsemsont tous nuls 5.4216 2 0.0665dChom, dIPsem et dEparnsont tous nuls 6.7847 3 0.0791
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Fig. 5.2 � Comparaison des prédictions des probabilités de défautTab. 5.4 � Fréquence historique et prédictions des défauts des modèles 1,2 et 3Fréquences Prédiction des défauts Perte #Trimestre des défauts Modèle 1 Modèle 2 Modèle 3 historique défauts dChom dIPsem dEparnMar-03 0.068 0.243 0.207 0.130 0.00 1 0.367 -0.600 -0.475Jun-03 0.303 0.246 0.383 0.361 573.76 5 0.067 -0.100 -0.024Sep-03 0.380 0.238 0.258 0.252 9291.97 7 -0.333 1.133 0.236Dec-03 0.201 0.251 0.168 0.220 0.00 4 -0.133 -0.500 -0.236Mar-04 0.264 0.251 0.214 0.196 0.00 6 -0.100 -0.867 0.477Jun-04 0.086 0.257 0.228 0.157 0.00 2 -0.167 -0.267 -0.270Sep-04 0.303 0.268 0.219 0.217 41448.05 7 0.067 0.700 -0.245Dec-04 0.342 0.282 0.306 0.398 1606.02 8 -0.200 -0.200 -0.811Mar-05 0.239 0.276 0.217 0.250 0.00 6 -0.067 -0.667 -0.166Jun-05 0.161 0.285 0.263 0.226 0.00 4 -0.167 0.367 0.207Sep-05 0.205 0.288 0.235 0.249 0.00 5 -0.200 -0.433 0.022Dec-05 0.221 0.308 0.242 0.212 13532.97 5 -0.100 -0.833 1.520Mar-06 0.196 0.336 0.297 0.160 25802.70 4 -0.200 -0.700 -1.590Jun-06 0.345 0.354 0.278 0.336 33720.39 6 0.200 -0.133 0.263Sep-06 0.464 0.341 0.434 0.391 37197.77 7 0.200 -0.133 0.263



CHAPITRE 5. RÉSULTATS ET ANALYSE 47Tab. 5.5 � Estimation conjointe Tobit LGD/PDParamètre Estimation écart-type p valueLGD
rsk 0.51104 0.1782 0.0042

dIPsem 1.71088 0.8559 0.0456_sigma LGD 4.22950 0.3288 <.0001PDintercept -4.60308 0.3327 <.0001
rsk 0.19602 0.0211 <.0001
age 0.21038 0.0829 0.018

age2 -0.014882 0.0073 0.0597
age3 0.000438 0.0002 0.1035

age4 -0.000004561 <.0001 0.1344
dChom 0.398681 0.2265 0.0784

dIPsem 0.092229 0.0686 0.1787
dEparn -0.076061 0.0626 0.2243_Rho 0.32827 0.0859 0.0001Un autre résultat surprenant est que seule la variable dIPsem est signi�cative etavec le bon signe (postif). Ainsi, les variables qui a�ectent la probabilité de défauts'avèrent être di�érentes de celles qui a�ectent le taux de perte en cas de défaut.Un mot sur le coe�cient de corrélation obtenu. Rho est très signi�catif, ce qui tentede con�rmer l'existence d'une relation très étroite entre les distributions PD et LGDdans notre cas. Nous rajoutons en�n qu'en parallèle des coe�cients de LGD, nousavons également ceux relatifs à la distribution PD. Ils di�èrent bien entendu des co-e�cients obtenus lors de la première estimation Logit, puisque les calculs du Tobitgénéralisé supposent plutôt une distribution normale pour les résidus relatifs à PD.Cela dit, nous savons que les deux estimations peuvent être considérées équivalentes.C'est ce que nous allons utiliser pour nos simulations.



CHAPITRE 5. RÉSULTATS ET ANALYSE 485.3 Simulations Monte CarloNous avons maintenant les ingrédients nécessaires pour mettre en oeuvre la tech-nique de simulation Monte Carlo. Pour commencer, nous avons besoin de faire unehypothèse importante. Nous supposerons que l'échantillon de la base de données desprêts de l'institution est représentatif en termes de composition du portefeuille réel,d'une part, et que la composition du portefeuille de l'institution ne change pas signi-�cativement dans le temps. Au lieu de modéliser les proportions des types de prêtset les corrélations entre prêts, nous pouvons travailler directement avec les prêts del'échantillon.Notre stratégie s'e�ectuera en deux étapes. La première étape a pour objectif degénérer, pour chaque prêt, n valeurs possibles des pertes probables. Pour ce fairenous calculons n valeurs possibles de la probabilité de défaut PD en parallèle de nautres valeurs pour LGD. Nous devons générer et ajouter un bruit blanc binormalpour chacun des prêts. Nous utiliserons le coe�cient de corrélation Rho et l'écart-type
sigma issus de l'estimation Tobit pour générer cette distribution binormale. EAD est�xé au solde du prêt au moment du calcul. Le résultat est un ensemble de n vecteursdu produit PD∗LGD∗EAD pour chaque prêt. La deuxième étape consiste à calculer
m pertes probables du portefeuille. Dans ce calcul, chaque prêt participera avec l'unedes n pertes possibles prises au hasard. Ceci nous donnera une distribution des pertespossibles au niveau global du portefeuille. Concrètement, nous �xons n et m respec-tivement à 8000 et 18000 itérations pour lesquels l'écart-type des valeurs calculéessemble devenir su�samment petit.En déterminant les VaR à di�érents degrés de con�ance, nous obtenons les pertesmaximales dans les conditions économiques précisées par les valeurs de nos variablesmacroéconomiques. Comme déjà dit, l'annexe B détaille la méthodologie pour calcu-ler les prédictions des variables aussi bien dans le cas des prévisions normales hors



CHAPITRE 5. RÉSULTATS ET ANALYSE 49échantillon du modèle VAR que dans le cas des réponses aux chocs exogènes ausystème VAR(2). Il est important de souligner que certaines de nos variables macroé-conomiques contiennent de l'e�et GARCH, ce qui prouve que les corrélations entreles quatre variables peuvent changer dans le temps. Toutefois, nous ignorerons ce faitdans ce travail, par souci de simpli�cation toujours. Cela pourrait constituer une amé-lioration importante à apporter à notre méthodologie puisque les corrélations entreles facteurs changent pendant les crises.À titre de véri�cation ex-post, prenons le troisième trimestre de 2004 où nous en-registrons la perte la plus forte avec 41448$ (Tableau 5.4). La simulation dans lesconditions économiques dé�nies par nos trois variables macroéconomiques de ce tri-mestre donnent successivement, 135900$ à 99.9% et 77950% à 99% comme capitalrequis pour cette période. Ce qui assure la couverture de la perte réelle. Nous pour-suivons nos tests avec le dernier trimestre de 2005. La perte s'y élève à 13532%. Lasimulation fournit un montant de 11700$ de perte à 99.9% et 63900$ à 99% commedegré de con�ance de la VaR. Un dernier cas concernant le troisième trimestre de2006. Là encore, nous obtenons 164650$ à 99.9% et 93400$ à 99%, alors que la perteréelle enregistrée est de 33720$.Nous pouvons maintenant envisager les simulations de crises de stress testing. Les�gures A.1, A.2 et A.3 tracent la distribution des pertes trimestrielles calculées pourtrois situations. La première est relative au cas des conditions ordinaires de l'écono-mie, basées sur les prévisions standard hors échantillon des facteurs pour le premiertrimestre 2007. La deuxième simule une baisse de 5 écarts-types en variation relativedu PIB réel, ce qui correspond à une baisse de 5.45% du PIB trimestriel (-5*1.09=-5.45%, Tableau ). Nous considérerons cette simulation comme récession, bien que celane concerne qu'un seul trimestre plutôt que deux trimestres consécutifs comme le veutla dé�nition macroéconomique de ce terme. Quant à la troisième �gure, elle visualise



CHAPITRE 5. RÉSULTATS ET ANALYSE 50Tab. 5.6 � Pertes trimestrielles prévisionnelles du portefeuilleMoyenne($) Écart-type VaR 99.9% VaR 99% VaR 97.5% VaR 95%Conditions normales -34154 10877 -128529 -65196 -57436 -520731.17% 0.59% 0.52% 0.47%Récession -50414 15414 -180526 -94181 -83418 -75745(-5 écarts-types) 1.64% 0.86% 0.76% 0.69%Crise de chômage : -59488 17248 -200967 -108732 -96506 -87859(+3 écarts-types) 1.83% 0.99% 0.88% 0.80%l'impact d'un hypothétique choc exogène de 3 écarts-types en tant que hausse du tauxde chômage, de 0.69% dans notre cas. Toutes les trois distributions présentent l'asy-métrie caractéristique des distributions des pertes de crédit. Nous voyons bien que ladistribution des pertes s'aplatit et s'élargit lors des conditions économiques sévèresde la récession, et surtout pour la crise de chômage. Pour chacun de ces graphiques,la superposition de la distribution normale la plus proche permet de juger visuelle-ment l'importance des caractères asymétriques et leptocurtiques des distributions despertes obtenues. En pratique, nous déterminons les pertes maximales relativementaux VaR 99.9%, 99%, 97.5% et 95%, en non paramétrique à l'aide du logiciel SAS.Le tableau 5.6 présente un récapitulatif des chi�res.Relativement à 11 millions de dollars comme exposition totale du portefeuille, nousobtenons pour une VaR de 99.9% un capital économique requis de 1.17% contre 1.64%en cas de récession et 1.83% pour la crise de chômage. Rappelons que ces chi�res sontrelatifs à une période d'un trimestre. A�n d'avoir un ordre de grandeur des pertesdans le cas d'une année, nous pourrions multiplier ces chi�res par 4. Dans ce cas,toujours pour la même VaR de 99,9%, nous obtenons environ 4.67% (514000$) encapital requis à garder par l'institution, 6.56% (722000$) de perte en cas de la réces-sion, et 7.31% (804000$) comme perte suite à la crise de chômage simulée dans ce



CHAPITRE 5. RÉSULTATS ET ANALYSE 51travail. Notons déjà que les montants de pertes dégagés par les simulations ne sontpas excessivement grands par rapport aux pertes historiques, même pour une VaRà 99.9%. En fait, nous pouvions nous attendre à des chi�res conséquents puisquenous parlons de crises et de désastres économiques et �nanciers. Ceci est un constatsouvent souligné par les recherches sur le stress testing. La réponse résiderait dans lefait que c'est dû à un bon niveau de sélection et de diversi�cation des risques que lesinstitutions �nancières assurent dans leurs choix de portefeuilles, par leurs propresoutils internes. L'utilité de la procédure du stress testing est, justement, de pouvoirdétecter les vulnérabilités d'une façon anticipée a�n que les gestionnaires prennentles décisions adéquates en couverture, diversi�cation, ou changement de position dansleurs portefeuilles.



Chapitre 6
Conclusion

Au bout de ce tour dans le monde des concepts des distributions, nous nousrendons compte combien la modélisation de la gestion des risques du crédit est au-jourd'hui loin des premières hypothèses sur la normalité des distributions des pertes.Nous touchant également à la complexité de la problématique du risque de créditqui nécessite de plus en plus de travaux et d'outils a�n d'améliorer la précision desanticipations.Du côté des résultats de cette étude, le premier est la validité du modèle de Wil-son pour notre portefeuille, sous trois conditions. D'abord, il est nécessaire de tenircompte des spéci�cités des prêts et des individus. La deuxième condition est de mo-déliser les e�ets économiques en termes de variations de facteurs macroéconomiquesplutôt qu'en niveau. La troisième condition est d'injecter une fonction de durée dansle modèle et de lire les résultats en tant que probabilités conditionnelles à la manièrede Cox(1975). D'autre part, avec les simulations réalisées sur l'échantillon de notreinstitution, et selon le degré de représentativité de cet échantillon, nous savons que laperte maximale en cas de crise importante ne dépasse pas 8% de l'investissement. Parrapport à la stratégie interne de l'institution, ce chi�re devrait re�éter aux gestion-naires une mesure sur la qualité de crédit du portefeuille global, en termes de degré



CHAPITRE 6. CONCLUSION 53de sélection des prêts, de diversi�cation et de couverture à prévoir.La contribution de ce travail réside dans l'interconnexion des di�érents concepts pouraboutir au modèle �nal destiné à un portefeuille de prêts à la consommation pour lesparticuliers d'une institution �nancière. En e�et, classiquement, les études prennentl'ensemble de la problématique des défauts des particuliers mais à l'échelle nationale.De plus, la quasi totalité des recherches s'adresse aux prêts hypothécaires unique-ment. Pour nous, dans cette étude, l'intuition conductrice est de supposer que notreinstitution est su�samment grande et importante à l'échelle nationale pour que saclientèle soit impactée par les variations des conditions économiques. Nous avons,ensuite travaillé en VAR(2) plutôt qu'en plusieurs AR(2) pour modéliser les facteursmacroéconomiques. En�n, nous avons fait appel aux fonctions de survie de Cox, pourrésoudre notre modèle, et en utiliser les résultats. Concernant la distribution LGD,l'apport de Gouriéroux et al (2006) est de taille pour redonner cette distribution uneplace dans les e�orts déployés. Comme nous avons expérimenté dans ce travail, l'in-tuition est solide, malgré quelques questions pratiques à résoudre pour une mise enoeuvre avantageuse. L'enjeu est important puisque cela remplit une exigence de BâleII pour cette distribution. Toute défaillance dans la modélisation de LGD se retrouveforcément dans la distribution �nale des pertes, exactement au même titre que pour
PD.Dans le chapitre des améliorations, comme nous l'avons déjà soulevé, il y aurait unepiste pour explorer les possibilités des modèles GARCH(p,q) en parallèle de VAR(p).Par ailleurs, et avec un échantillon plus riche, une meilleure appréhension des distribu-tions LGD et EAD devrait a�ranchir l'étude des hypothèses qui sont pour le momentnécessaires pour modéliser ces deux distributions importantes d'une façon plus adé-quate. En�n une piste qui semble de plus en plus explorée dans les recherches. Lesfonctions de survie permettent de faire des prédictions non seulement sur la vraisem-



CHAPITRE 6. CONCLUSION 54blance qu'un prêt tombe en défaut, mais aussi quand cela est plus à même d'arriver.Ceci pourrait ouvrir des perspectives nouvelles dans la manière d'octroyer les prêtspour les institutions, disposant d'une connaissance meilleure quant à l'évolution ducomportement des emprunteurs dans le temps.
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Annexe A
Graphiques

Fig. A.1 � Distribution des pertes prévisionnelles : Conditions économiques ordinaires
60
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Fig. A.2 � Distribution des pertes prévisionnelles, Récession économique (Choc né-gatif sur le PIB réel de 5 écarts-types : -5.45%)
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Fig. A.3 � Distribution des pertes prévisionnelles, Hausse du taux de chômage (Chocde 3 écarts-types : +0.69%)



Annexe B
Étude du système VAR(p)

Cette partie de l'étude est réalisée avec le logiciel RATS spécialisé dans les tech-niques économétriques des séries chronologiques. Nous étudions ici l'interaction dequatre séries : le PIB réel (PIBb), le taux de chômage (Chom), l'indice des prix debiens semi-durables (IPsem), et l'épargne (Eparn). Ces variables sont prises sur unebase trimestrielle de mars 1990 à septembre 2006. Comme le montre le graphiquede leur évolution, ces variables sont clairement non stationnaires, ce qui devrait nousamener à travailler en première di�érence des variables que nous notons dPIB, dChom,dIPsem et dEparn. Dans l'objectif d'utiliser et d'interpréter directement les variables,nous les modélisons en première di�érence simple (sans logarithme). En�n, nous divi-sons par 10000 les valeurs de dPIB et dEparn a�n d'assurer le même ordre de grandeurpour les quatre variables. La stationnarité de nos 4 variables ainsi obtenues semblegraphiquement acceptable, ce que nous véri�ons techniquement à l'aide de tests deDickey-Fuller. L'objectif ici est une modélisation en VAR(p) a�n de calculer les pré-dictions en hors échantillon, d'une part, et de simuler l'impact des chocs sur certainesvariables sur l'ensemble, d'autre part.Nous commençons par analyser les distributions de ces variables. Les moyennes dedChom, IPsem et Eparn sont statistiquement nulles à 5% (p-value= 0.5642, 0.1116



ANNEXE B. ÉTUDE DU SYSTÈME VAR(P) 64et 0.2759). Ce qui simpli�e l'interprétation de l'analyse des chocs que nous verronsplus loin. La modélisation univariée de dPIB montre qu'un retard p=5 est optimalet permet d'avoir des résidus non autocorrélés sur 12 périodes à 5%. Ceci se faitavec la méthode du retard signi�catif maximal en contrôlant les critères AIC et BSCd'Akaike et Schwarz. De la même façon, le retard optimal est de 1 pour dChom, de4 pour dIPsem, et de 1 pour la série dEparn en univarié. Par ailleurs, à l'aide descommandes RATS, le test Dickey-Fuller con�rme la stationnarité des quatre variablesà 5%. En e�et, les t-statistiques sont respectivement de -4.2105, -4.0352, -6.0447 et-7.8289, ce qui est convenablement inférieur au seuil de Dickey-Fuller de la racineunitaire de -3.478 à 5%.Pour passer au modèle multivarié, rappelons-nous que nous n'avons que 68 trimestresdans nos observations et que la modélisation en multivarié consomme beaucoup dedegrés de liberté. En e�et, un VAR(p) pour n variables nécessite l'estimation de
(p ∗ n + 1) ∗ n coe�cients outre n ∗ (n + 1)/2 éléments de la matrice symétrique desvariances covariances des résidus. Dans notre cas, avec 4 variables, si nous voulionsun VAR(3) déjà il nous faudrait 52 coe�cients et 10 variances-covariances, donc 62degrés de liberté. Pour VAR(2), le calcul donne un total de 36+10=46 ddl, ce quenous tenterons d'accepter dans notre cas, par rapport aux 68 observations dont nousdisposons.Nous examinons maintenant si un VAR(2) peut nous satisfaire, quitte à tes-ter les résidus qui doivent être considérés bruits blancs et de véri�er la performancedes prédictions hors échantillon de ce système.Les résidus des quatre séries doivent être testés comme bruits blancs à 5%. Nousutilisons le test de Ljung-Box qui calcule la signi�cativité des autocorrélations surune plage de retards choisis. En �xant une fenêtre de 6 retards (donc 6 trimestres),les résidus de dPIB réussissent ce test à 5% de justesse (p-value = 0.07498 > 5%).Les résidus de dChom, dIPsem et dEparn peuvent être considérés également comme



ANNEXE B. ÉTUDE DU SYSTÈME VAR(P) 65bruit blanc 5% d'une façon plus confortable (p-value = 0.43110, 0.18691 et 0.5884).Au passage, nous en pro�tons pour tester s'il existe de l'e�et GARCH dans ces résidus.Pour ce faire, nous faisons appel au test de McLeod qui est le même que Ljung-Boxmais appliqué au carré des résidus. Seule la série dChom présente un e�et GARCHdans ses résidus à 5% et pour une fenêtre d'autocorrélation de 12 périodes. Ceci nousdonne une piste d'amélioration intéressante pour une modélisation plus adéquate dela volatilité du système de nos quatre variables. Cependant, nous maintenons dansnotre travail une modélisation VAR(2) pour privilégier des concepts simples. Avan-çons maintenant dans le sens des prédictions en hors-échantillon. Nous reculons de 10trimestres et calculerons les prédictions du VAR(2) que nous comparerons aux réali-sations réelles des séries (environ 80% des observations). Les résultats sont comparésaux réalisations en utilisant le coe�cient U de Theil. Celui-ci revient à comparer ladistance entre les prédictions et les réalisations par rapport à une modélisation " naïve" par la moyenne de la série (constante). Un coe�cient supérieur à 1 montrerait quenos prédictions ne sont pas très performantes, étant moins bonnes que la moyenne dela série, et vice-versa. Dans notre cas, nous obtenons respectivement 0.3199, 0.7339,0.5764 et 0.9531 pour nos quatre séries. Ce qui est très bon pour dPIB, reste très in-téressant pour dChom et dIPsem, et est médiocre pour dEparn mais que nous gardons.Nous calculons maintenant trois séries. La première détermine les prévisions futuresde nos 4 variables en di�érences. Cela concerne les quatres trimestres de 2007, la datedes dernières observations étant �n décembre 2006 (Table B.1). Les deux autres sériesà calculer concernent les chocs exogènes pour les simulations de crise. Nous simuleronsdeux crises. D'abord un choc exogène sur le PIB a�n de mesurer l'impact d'une réces-sion. Ensuite, nous verrons ce qui se passe lors d'un choc exogène sur le chômage etmesurerons son impact sur notre système. Rappelons-nous qu'une modélisation VARest en fait une sorte de forme réduite d'un système structurel que nous ne modélisonspas, a priori. Cependant, nous savons que pour passer des chocs structurels à ceux



ANNEXE B. ÉTUDE DU SYSTÈME VAR(P) 66en forme réduite, nous pouvons utiliser la technique de la décomposition de Choleskyde la matrice Ω des résidus de la forme réduite. Si nous notons par ut et vt les rési-dus respectifs du système structurel et ceux de la forme réduite, nous pouvons écrire
vt = L.ut avec L : matrice triangulaire inférieure de Cholesky des résidus de notreVAR(2). Cette décomposition étant sensible à l'ordre des variables dans la matrice
Ω, il est fondamental que nous nous prononcions sur une structure de causalité entreles quatre séries. Nous nous basons sur les tests de causalité au sens de Granger etsuggérons l'ordonnancement dPIB > dChom > dIPsem > dEparn pour faire les cal-culs. En gros, nous supposons qu'un choc exogène sur le PIB déclenche une cascadede réactions successives sur le chômage, l'in�ation et l'épargne de l'économie, et cedès la première période. Par contre, un choc exogène sur le chômage n'a�ectera qu'àla deuxième période le PIB, mais devra impacter à son tour, l'in�ation et l'épargne àpartir de la première période. Nous allons donc simuler deux chocs macroéconomiquesexogènes à notre VAR(2). Le premier est subit en premier par le PIB, le deuxièmeimpacte le chômage à t=0.Les graphiques de la �gure B2, traçant l'impact sur une longue période montrentbien que les séries sont stationnaires avec des oscillations qui �nissent par s'estomperà terme. Nous représentons également ces prévisions sur 12 trimestres pour visualiserl'impact des chocs jusqu'à 3 ans (�gure B3). Nous devons faire attention ici car lechoc simulé sur le PIB est positif par défaut. Pour une simulation de récession, nousdevons inverser les signes de tous les chi�res avant de les interpréter. Dans notre cas,suite à un choc négatif sur le PIB (un écart-type =1.44%), nous obtenons une réac-tion positive, donc augmentation du chômage d'une amplitude de 0.062%. Cet impactpersiste à +0.027% et +0.022% à la deuxième et troisième période. L'impact immé-diat de cette récession serait une augmentation de l'in�ation de 0.14%, suivi d'uneautre augmentation de 0.08% à la deuxième période. Ce résultat est à première vuecontre-intuitif. En principe, c'est en période de croissance que l'in�ation augmente.



ANNEXE B. ÉTUDE DU SYSTÈME VAR(P) 67À ce niveau, nous aurions conclu que nous avons un problème à résoudre, sauf que sinous examinons attentivement nos séries elles-mêmes, nous y verrons souvent cetteopposition des signes. L'interprétation est qu'il y a un décalage d'une période pourque les variables réagissent. Nous avons exactement le même phénomène d'oscilla-tion en opposition de phase entre les variations relatives du PIB et avec celles del'épargne. N'oublions pas que nous sommes en régime transitoire des variables. Dansce cas, à l'équilibre et à terme, les variables retrouvent leurs caractéristiques macroé-conomiques habituelles. Nous passons au deuxième choc qui s'e�ectue directementsur le chômage. L'impact sur le PIB est nul à la première période, par constructiondu modèle, et est négatif sur le PIB à la deuxième. Nous retrouvons ici encore uncomportement en opposition de phase de dIPsem. Quant à dEparn, après une réac-tion immédiate positive, l'épargne ne tarde pas à diminuer en deuxième période pourrevenir à peu près au niveau de sa moyenne nulle dès la troisième période.Maintenant que nous avons nos deux chocs, nous devons leur donner une ampli-tude pour qu'ils soient " rares et plausibles ". Dans ce sens, la littérature a�ecte uneamplitude variant de 3 à 5 écarts-types de la variable subissant le choc exogène lapremière. Nous utiliserons alors 5 écarts-types, en négatif, pour les prédictions calcu-lées de la récession, ce qui correspond à une amplitude de -5,47% comme variationrelative sur le PIB (table B.2). D'autre part, nous retenons 3 écarts-types pour la crisede chômage, ce qui est l'équivalent de +0.64% comme variation du taux de chômage(table B.3). Ajoutons ici qu'à titre d'une dernière simpli�cation des calculs, l'impactdes deux chocs a été généré en supposant que toutes les variables macroéconomiquessont nulles au moment de l'application des chocs exogénes (période t=0).



ANNEXE B. ÉTUDE DU SYSTÈME VAR(P) 68Tab. B.1 � Prévisions des valeurs macroéconomiquesIndiceTrimestre PIB Chômage Prix Épargnesemidurables1-Mar-07 -0.0032 -0.0435 0.1395 -0.23811-Jun-07 0.0271 -0.0875 0.0612 0.01581-Sep-07 0.0276 -0.0501 -0.0336 -0.13891-Dec-07 -0.0014 -0.0581 0.1989 -0.0334
Tab. B.2 � Prévisions suite à une récession ( un écart-type négatif )IndiceTrimestre PIB Chômage Prix ÉpargnesemidurablesMar-07 -0.0109 0.0344 -0.0283 0.0125Jun-07 -0.0015 0.0382 -0.0502 -0.0755Sep-07 0.0047 0.0161 0.0876 -0.0006Dec-07 0.0008 0.0180 0.0376 -0.0406

Tab. B.3 � Prévisions suite à un choc sur le chômage ( un écart-type positif )IndiceTrimestre PIB Chômage Prix ÉpargnesemidurablesMar-07 0.0000 0.2130 -0.0704 0.1439Jun-07 -0.0042 0.0295 -0.0557 -0.0353Sep-07 0.0003 0.0583 0.0206 -0.1148Dec-07 -0.0011 0.0156 0.1590 0.0909
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Fig. B.1 �
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Fig. B.2 �
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Fig. B.3 �
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